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Sucesiones y series

Agustin Louis Cauchy

Nacid el 21 de agosto de 1789 en Paris, Francia.
Fallecid el 23 de mayo en Sceaux (cerca de
Paris). Agustin Louis Cauchy, pionero en el
andlisis y la teoria de permutacion de grupos,
también investigd la convergencia y la
divergencia de las series infinitas, ecuaciones
diferenciales, determinantes, probabilidad vy
fisica matematica. Trabajé como ingeniero
militar, y en 1810, legd a Cherbourg a trabajar
junto a Napoleon en la invasion a Inglaterra. En
1813 retorné a Paris y luego fue persuadido por
Laplace y Lagrange para convertirse en un
devoto de las matematicas. Ocupo diversos
puestos en la Facultad de Ciencias de Paris, el
Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En

1814 publicé la memoria de la integral definida ot
que llegé a ser la base de la teoria de las Ly
funciones complejas. ' - A s
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La serie de Fibonacci - & - - . ..
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T U'na funcion serie es llamada serie de Fibonacci Los dos primeros térnunos de la serie de
U | Fibonacci son 1y I; después, cada término sucestvo se encuentra sumando los dos términos anteriores.
R | De esta manera, los primeros doce términos de la serie de Fibonacct son:
A 1, 1,2, 3,5 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144

La serie de Fibonacci ocurve alouna ves en la naturaleza. Por ejemplo, el arbol famihar de una abeja
macho puede formar una sene de Fibonaccr. Una abeja macho, o zdangano, es una cria de un huevo no fértil
puesto por su madie. De esta manera, tiene madve pero no padre. Una abeja hembra es cvia de un huetvo

Jertihzado. Vans generaciones del arbol famihar de la abeja macho serian como las mostradas en la figura 1.
opne (0 \f P O 13 Los numeros de Fibonacci ocurren en
Q

la razén del Modular ideado por Le

Corbusier parva adaptar la escala

arquitectonica a las dimensiones

® > 5 hhumanas. Tomando la altura de un

frombre como 1,829, lo divide en dos

secciones partiendo del ombligo, con

una razon 5:8 aproximmadamente la

“razén de oro” (1,618...) como en el

2 arte clasico griego, etc. Ln la

naturaleza, los numeros de Fibonacct

1 se presentan en el nimero de espurales

O Hemnbra de las pifias de los pinos, en los pétalos

de ciertas flores, v en los arreglos de
las hojas sobre las ramas.
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Leonardo de Pisa (Fibonacct) propuso este original problema en 1202: éCuadl es el niimero de
parejas de conejos al principar cada mes, st una sola pareja de conejos 1ecién nacidos es puesta en un
corral a principivs de Enero, v si cada pareja engendra una nueva pareja al principio del segundo mes
stguiente al nacimiento v una pareja adicional al principio de cada mes siguiente? La tabla da los
primeros stete nitmeros de Fibonacci.

Fuente: Charles ). Miller— “Introduccion al pensamierito matematico”.




. OBJETIVOS \
« Determinar la convergencia o divergencia.
* Saber aplicar los criterios de convergencia en las series y sucesiones.
« Formar sucesiones, cuyos elementos sean funciones.

INTRODUCCION

En este capitulo estudiaremos a las sucesiones, particularmente a las sucesiones convergentes,
cuyo concepto intuitivo involucra dos 1deas tan sugestivas como dificiles de cuantificar: el infinito y su
expresion como aproximacion progresiva a un objeto al que nunca se logra alcanzar.

La definicion del limite, es la mas importante del analisis porque tiene la virtud de reducir esas dos
categorias de por si, puramente idealistas, a términos verdaderamente matematicos.

Seguidamente veremos las series sobre todo aquéllos de términos positivos. Uno de los problemas
que mas preocupo a los matematicos a lo largo de la historia fue tratar de extender a infinitos sumandos
el concepto de suma finita. La cuestion provoco, entre ofras, la llamada “paradoja del corredor” postulada
por Zenon de Elea y que, basicamente, consistia en afirmar que un corredor no puede alcanzar jamas
la meta, pues cuando haya cubierto la mitad de la distancia que le separaba de ella, aiin habra de
superar un camino equivalente al ya recorrido, y asi sucesivamente. Es decir, alcanzar la meta significaba

d dd d d
que, mediando hasta ella un distancia d, la secuencia infinita 21’8 167 5; , ... podria sumarse
(con igual suma d), lo cual Zendén consideraba, erréoneamente y a priori, imposible.
Lo cierto es que, como en el caso de la paradoja, hay sumas infinitas que si pueden sumarse. Otras
veces no es posible. Pero incluso en e] primer caso, en muchas ocasiones sera dificil calcular la suma.
Normalmente debemos contentarnos con saber si ésta existe, para lo cual hay diversos criterios, cuya

exposicion es el principal objeto de este capitulo.

457



Lumbreras Editores

Algebra

SUCESION DE NUMEROS REALES

DEFINICION

Se denomina sucesion de numeros reaies a
toda funcién definida sobre el conjunto de los
nimeros naturales y que toma valores en R .

Dicho de otra manera, una sucesion €s una
funcion cuyo dominio es IN y cuyo rango es un
subconjunto de R .

Notacion:
Una sucesion a:IN — R es denotada por (a,} o
también por {a}

Utilicemos el diagrama de Venn para apreciar esta
funcion.

también podemos escribirlo asi:
a={(1;2); (2;2%;(3;2); ...}

* Podemos definir la sucesion utilizando una
formula recursiva, veamos el siguiente

ejemplo.
a, =1
.<
a, =a,_;+Nn

LLa sucesion es:

a; =1

a,=a;+2=1+2=3
a;=a,+3=1+2+3=06
au=a;+4=1+2+3+4=10

n(n+1)
Haciendo explicita la ley de formacion de ios a,=a, tn=1+2+3+4+...+n= ( )
{érminos tenemos:
(a): a,y, a,, ag, -.., &, - Por lo tanto: (aﬂl ): 1, 3,6, 10, ...

de donde:

a,=a, es el término general de la sucesion IGUALDAD DE SUCESIONES
Ejemplos: Sean (a ) y (b,) dos sucesiones*
. Sy A ——

(n).1,2,3,m (a) (b)@a b ‘v’ne}N
OPERACIONES CON SUCESIONES
Sean las sucesiones (a, ), (b)) vy (c) MULTIPLICAC!ON

ADICION Y SUSTRACCION
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(c) (a) (b) (a+b\c:~c—a+b !:fne}N
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(c) k(a,)= (kau)¢=> ¢, =ka, VneIN keIR
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CAPITULO IX Sucesiones y series

T —————————————————rer

4. DIVISION Ejemplo 2
O U— Decir cudles son los términos de la sucesion

E(Cn)“ﬁb ; (__) o c, ,_._gg, Ca ;eO; \:fneN% (e,)=5(a,)—(bn)(c,)+(d,) yhalle e,, donde:
a,, n :

| I
0 AP AAANAANPALIS wmﬂwmvwmmfmwm““w/ a : 1; — ; ; ; asxp
(@) ( 5’25125 )

Ay AAAA AR, 2 FERRNTUNATALL LA I AAT 7L AN ANPPAAPINFIRIE SR  AANY A A A hw:?

11
\

Ejemplo 1
. , 1 (bns1): (S—bn)?bl =1
Sean las sucesiones (an)=(n )y (bn)z(m) (c.): ()
Hallemos (a, +b,) (d,): (n)
Resolucion: Resolucién:
: 1: 2% 3% 4% ... n”; ..
(@n): 1253545 -5 (an): 121; 1?---§—1;‘1‘
5 25 5"
) 4L L s
) 53 A 5 el (b,): L4 §...
C.): 2,22 ...
(a, +b,) 1+l;4+1;9+—1-;...;n2+—-1———;... (€n)
n+l (d.): £2;3;...
Es decir, entonces (e,): 4; 5%
3, .2
(a +b ) .:.3_ 13 37’_“; n +n +1, Ademé.s, 6200=53200-b300(:200+d200
2’ 3" 4 - n+l
- 1
f&né&? = 5( =153 ) -(4)(2) +200 =192
TIPOS DE SUCESIONES
1. SUCESIONES MONOTONAS
Si la sucesion (a,) es mondtona, entonces ésta puede ser:
a. Creciente c¢. No Creciente
a, <ay<az<..<a; <aj,<.. a;2852a3234...28,2a, 1= ..
€S AECIT SI: rrcrssrsisis esdecirsi; .. . S
{a <am1b’ne]N 2& >aml‘dneN
Ejemplo: Ejemplo:
(a,): 2,4,6,8,10 (a,) 3,2,2,1,0,0,0,-1,-3,-3, ...
b. Decreciente d. No Decreciente
a,>a,>a3>...>a, >dy,g > .- a,<a,<a,<a,..<a <a,, <.
o6 (10 | ) L—— es decir si: _
&?%Bi‘lE.EN % a, ...am \?‘neN
Ejemplo S
111 Ejemplo:
(a,): 1’§’§’Z"°‘ (a,): 2,4,4,6,7,8,8,8,10,..
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|

St a,=a,

_1 ¥YneN entonces se llama |

sucesionconstante.
E]emplo (a,): 3;3;3;3;.

':‘ o L 'n’r’l.nl A et l‘\\lll,‘ll‘llf-..- ‘l-lll.l-llllll P Y ’l\ll.ll.lll‘tb.lbsl"’h‘ L:I.A‘L.I; s l-l'l~lh.\ll'."'l'l:l' SN 4 Sty l:h-l;-l.-'.~t.l".‘l‘l AT RN R I-\-ll.-‘l-.l“—-".-‘-.ﬁ-:-:

Ejemplo:

l.as

aproximaciones decimales sucesivas por

defectode la JE forman una sucesion monotona
creciente; y las aproximaciones por exceso, una
sucesion monotona decreciente.

2.

d.

460

SUCESIONES
ACOTADAS

ACOTADAS Y NO

Sucesiones acotadas superiormente

Se dice que una sucesion (a,) es acotada
superiormente, cuando existe un numero Kk,
llamado cota superior de la sucesion, tal que
a, <k, para todo n.

(Todos los términos de la sucesién son
menores a k)

Simbolicamente:

// & EL L WA 0 I S R TOSS NN N NS AL O A

BkeR/a <k VneN §

Vﬁw-.w-.wm VWY N WYY A e e e e e A e e 'Y

Lo N ITLE IS SR e o, "'-"’-b

Ejemplo:

St plensas en la sucesion de las areas de los
poligonos regulares inscritos en una
circunferencia, cuando el nimero de lados
se aumenta indefinidamente, advertiras
claramente que dichas areas son todas
menores que el area del circulo, en este caso
la sucesion esta acotada superiormente.

Sucesiones acotadas inferiormente

Se dice que una sucesion (a,) es acotada
inferiormente, cuando existe un nimero M,
llamado cota inferior de la sucesion, tal que
a,.>M, para todo n. (todos los términos de la
sucesioén son mayores que M),

C.

Ejemplo:

La sucesion de las areas de los poligonos
regulares circunscritos en una circunferencia,
cuando el numero de lados se aumenta
Indefinidamente, sus términos son mayores
que el area del circulo correspondiente; en
este caso se dice que la sucesion esta acotada
inferiormente.

Sucesion acotada

Una sucesion es acotada cuando lo es
superiormente e inferiormente, es decir
cuando admite una cota inferior M, y una cota
superior K.

Se cumplira por tanto: M<a, <K, para todo n.

Ejemplo:

S1 a, =—
4

1 1T 1
a l,—,—, —, ...
entonces, (a, )= '3

podemos decir que O<a <2 vVnelN

. {(a, ) es acotada

Dicho de otra manera:

Si el valor absoluto del n-ésimo término de
la sucesion (a,) es menor que algin namero
posttivo N.

Simbdlicamente: §3N/|a |<:N Vne Z‘”

R e Ry L L E L YV VYRR DR YL RYY L SN SRR EVR RPN TS

En el ejemplo anternor:

a_l
T on

se cumple |a, |<2 VneZ’
esdecir -2<a, <2 VneZ"

. (a,) es acotada.
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d. Sucesion no acotada o sucesion infinita
Es aquella sucesion que no posee cota
superior, cota inferior o carece de ambas.

Ejemplo:
Las siguientes sucesiones son no acotadas:

2
(a,)=(n")
. 1. 92. 2. 42.
(a,): 1; 2% 3% 45 ...
Esta sucesion no esta acotada
superiormente, pues dado un nimero Kk,

por grande que sea, para que se tenga
n’>k, bastara que n > Jk

{b_}={(-n")}

{b_}: -1;-8;-27; ...

Esta sucesién mno esta acotada
inferiormente, pues dado un namero M,
por pequefo que sea, para que —n°<M,
bastara tomar n>-M.

Unasucesion se dice que es alternante }
uoscilantesiysdlosi a,.a,,; <0 ¥YneN |

Ejemplo:

Si a,=(-1)n
(a,): -1,1,-1,1,-1, ...

Estassucesionesnosonmonoéotonas.

Ejercicio
Clasificar las siguientes sucesiones:

I
2.

3.

4,
5.

arl-i-l =3ani d; =3
{a,}={parte entera de vn}

Ane=3-a, ;=1

Resolucion:
1. A=A = 3an_an
= 2a,>0, ya que todos sus
términos son positivos.
Entonces, a . —a, >0
a,,; >a, vneN

- esta sucesion es creciente,

2. Esta sucesion es no decreciente puesto
que a..,2a, YneN lo cual se puede
notar en la lista de sus términos.

(a):1;1;1;2;2;2; ...

3. Esta sucesidon no es mondtona, puesto
que sus términos son:

(a):1;2;1;2;1;2; ...

= an_'_l""an <0

a,,<a, vneN

;. esta sucesion es decreciente.

Algunas veces podemos definir una
sucesion considerando como dominio el |
conjunto de los numeros naturales §
incluido el cero, lo cual no genera ningn §

problema matematico.

. . 1
Ejemplo: S, = S“-"L}?Ei

entonces (S,): 1;1 +-l—°1 +-l-+—1-;

2 2 3

Se dice que (a,) es una subsucesion de (b,) si (a,) es una sucesién que se obtiene tomando un
nimero infinito de términos de la sucesion (b,) en el mismo orden que aparecen en (b,).
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Ejemplo:
Obtener dos subsucesiones de (a ) sabiendo que
n
su término general esta dado por a, i‘
Resolucion:
2* 2° 2°
(a,): 2, ETIIT

GRAFICA DE UNA SUCESION

Dos subsucesiones son:

23 25 2(2n—1)
b = b =
(bn): 255,250 = by (2n—1)!
22 24 26 2211
c ) S L2 =
) Sparer— = © (2n)!

o —— S

L.a grafica de una sucesion puede darse en el
plano cartesiano, donde a cada par (n; a,) le
corresponde un punto en el plano, un conjunto
de puntos es laimagen geométrica de una sucesion.

Ejemplo:
n!

Graficar la sucesion (a,) donde a, = on

1 21 31 4!
Al desarrollar (a,): %—{-;%;23';;;... que
simplificando se tiene:

'3 315 45

Se tiene (a,): 2 545 4 4
'LIMITE DE UNA SUCESION

a, A ’
i .
15 | .. g
0,75 | oeeemmne . : i
05 [ ey T,
b ' :_ ! ;! >
1 2 3 4 5 6

Se puede observar que esta sucesion es no
decreciente y no esta acotada superiormente.

L R

Si los términos de una sucesion {(a,) se
aproximan a un nimero L, se dice que la sucesion

tiende al limite L, y se denota: IIma_ =L (o

N—oo

a, ~>L cuando n — e ),

Ahora definamoslo formalmente: Se dice que
L es el limite de la sucesién (a ) cuando para todo
nimero real €>0: dado arbitrariamente

pequeno, se puede obtener Ne IN tal que todos
los terminos a, con indice n>N cumplen la

condiciéon |a, -L]<E&”.

Simbolicamente:

ALR, SN A UITY TIV SRPAAL L £ o TR PP ¥ N AAAAISEOODD S wr 7 Hrih ARSI i SO0 X 3 Wareng f WA KRS 4 BNt R LYW T P ERALAS ALL i o TG N AT TN A NPT, Wm

lim=L- = V£>D 3NeN; n>N::>|a --Ll«:%

WV/' AN o2 s v (g 2N P AT SGA (e N ARy
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i — — N el bbb .

Esta importante definicidn significa que, para
valores muy grandes de n, los términos a_
permanecen tan proximos a L. cuanto se desee.

Recordar que |a,-Li<€
-E<a, -L<E&
L-€<a,<€+L

Graficamente:

an*

@




CAPITULO IX

Sucesiones y series

CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE UNA SUCESION

_“ll-._“ PV 2 - L " Fpp— A A

Una sucesion que posee limite real se llama
convergente, en caso contrario se llama
divergente.

Ejemplo:

Consideremos las sucesiones (a_), (b ) y (c )
l i —l—

* a, =32 = lim a,=1lim2n=2"""=]

[—ro0 N—oo

entonces (a,) converge a l.

n! :
* bn=—-- = lim b,,:m
211

N— x

entonces (b_) diverge a +°
e C, =1+(-1)" = limc,=2 6 limc, =0
N3 o< N-- o

(n impar)

entonces (c_ ) no es convergente. Esta
sucesion es oscilante, a este tipo de sucesion
también lo consideraremos como divergente.

Ejercicio:

Consideremos un cuadrado de lado igual a la
unidad, que representamos por ¢,. St se unen los
puntos medios de sus lados (por segmentos
rectilineos) se obtiene otro cuadrado, ¢,; uniendo
los puntos medios de los lados de ¢, se obtiene
otro cuadrado, c¢5; y continuando asi
Indefinidamente, uniendo cada vez los puntos
medios de los lados del Gltimo cuadrado
obtenido, se llega a una sucesion de cuadrados.

Ci, Co, g, Cgy wery Cpy oo

Representemos las areas de estos cuadrados por

Si, Sy, Sy, ..., S, ... respectivamente.
c En primer lugar cal-
i : .
C, culamos la expresion
Cy del area S,
:¢'1C4: \‘\, N Sl"‘_"’]

2

o S
3 J S,

:
2
:

T

Luego, la sucesion de areas es la siguiente:

entonces S.= :n

Todo el mundo comprende, por intuicion, que el
area S, puede llegar a ser tan pequena como
queramos, tomando n suficientermente grande,
pero esto debe ser demostrado matema-
ticamente, es decir, debemos probar que dado

€ > ( cualquiera, se puede encontrar un término
de (S,) tal que él y todos los siguientes sean

menores en modulo que € (es decir, 5, =0
cuando n —» o ),

En efecto:

l 0
para que = <€
entonces ! T < &

2

lo que eslo mismo 2" > %

Tomando logaritmos:

(n—1)log2 > log(%]

Despejando: n>l-log,&
Conclusion:
. |
rlg]l?ﬁ =0, pues dado un €>0 cualquiera

:-é;j;<8 para todo n>1-log¢€

. la sucesion (S, ) converge a cero.
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1. Unidades dellimite: Una sucesion no

3. Toda sucesion convergente es acotada

4. Toda sucesion monétona y acotada |

5. Toda sucesidon monotona y no
acotada es divergente, diverge a +oo

Q o9

puede converger en dos limites
diferentes.

2. Sila sucesion (a,) converge en xeR,

entonces toda subsucesiéon de (a,)
converge COInx.

(en sentido inverso, no necesariamente
se cumple).

es convergente. ,

1

Corolario (De Bolzano Weierstrass)

Toda sucesion acotada de nitmeros reales
POSee una subsucesion convergente. i I
| SR

-

]

Demostremos algunos de estos teoremas:

1.

464

Supongamos que (a,) tuviese dos limites
distintos: o, e R

£ £ £ £
I e B e B
g—€ 0o O+ B-¢ B P+

Elijamos un € >0, menor que la mitad de la
longitud del segmento of . Si rodeamos los
puntos a y B de sendos entornos de
semiamplitud €, dichos entornos seran
disjuntos (no se intersectaran). Ahora si (a,)
tiene por limite o ,todos sus términos a partir
de uno, que representaremos por a,,
perteneceran al entorno de «a;
analogamente, si § fuese también limite de
(a,), todos los términos de (a,), a partir de
uno, que representaremos por ay
perteneceran al entorno de f. Si
consideramos los términos de (a_) siguiente
a a, (a,,,) y a ay(ay,,) dichos términos
tendrian que pertenecer simultaneamente al
entorno de a y al de §, lo cual es absurdo,

Algebra

ya que, en virtud del postulado de Dedekind,
cada término de (a,) (namero real) solo tiene
un punto correspondiente sobre la recta.

Debemos demostrar que

JkeR/|a,|<k; VneN.
Supongamos que (a,) es convergenteysealL
su limite, es decir:

ima,=L & VE€>0,aN>0/n>N

n—yoo

= la,~L|<€
S — ’

(*)

Veamos: a, = a,—L+L
la, | =|a,~L+L]|,

aplicando la desigualdad triangular.
an' < !an_LI +]L|

a,|<e+|L} VneNlN

Por (*)

Esto quiere decir que todos los términos de
(a,) estan acotados por €+{L}, es decir:

ay, Ay, Ag, »; gsta’m acotadas por € +|L]|

Asi: k=max={|a|,]a,|,|as},-,E+L;}}
~la,|<k YneN

Si 0<r<l = limmMm=40
N—yco

r> 1 — lim rM=oo
n—eo

Ejercicio:
Demostrar que la sucesion (a,), con a,=r", es

convergente, o, <l1.

Probemos que es acotada:
Como 0<r<1 entonces existe un b>1 tal que

r=—;-<l,yentonces r“=—61;-<1 VnelN

. |ri'<l ¥vneN
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M

s

[I. Probemos que es monotona decreciente. Sea ny=max{n,, n,}, entonces n>n, = n>n,
n>n
., —a —H‘*'-—r"—ﬁ(i:-l-)a'(o ’ 2
n+i “'n >0 <0
Luego
A1 <ap =

«. (a_) es decreciente |(an +b,)-(a+ b)l = I(an -a)+(b, - b)'

Esto quiere decir que, como (&,) es acotada
y monétona, es una sucesion convergente por
teorema (4.)

Stan _ai""bn ""bl

Ejemplos:

lim (a,+b,)=a+b

' oo

Por lo tanto

La sucesion (an)=(-n—2-} es acotada y

monoétona, luego por teorema converge.

La sucesién (b )=(2") es monoétona  Eiemplo:

creciente, pero no es acotada; por lo tanto o . : 2
, P » PO Si ima,=5, limb,=-4, limc,=—
diverge. n—oo N N 3

La sucesién {c,}={(-1)"} es acotada, pero

no es mondtona, esta sucesion no converge.  Hale el valor al cual converge

S5a, +3a,b,
d, = —
4c,
Si lima=aylimb, =b;a, be Rentonces: | g
Resolucion:
lim(a, +b_)=a+b |
noes T | fimd, = lim 222 *320Ds
lim(a,b,) =ab e o= 4G
n-—ec
.If_inm(ka“) = ka; k=cte. Aplicando los teoremas
. {3,) @
%@o(ﬁ) =5 b 5lima, +3lima, limb,
— Do — N—oe  N—»
4 Alm C,
Demostracion:
Reemplazando

1. Dado cualquier €0, existenn;, n, € N

tales que n>n, = |an—a]<-§- _5(3)+3()(-4) _ 105

2
{3
£ 3

y n=>n = |bn-bl<-2_
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Son aquellas sucesiones cuyo limite de su término n-€ésimo es infinito positivo o negativo.
Se debe enfatizar que +e y —c No son nimeros.

Si lima, =+ y(b,) es acotada, entonces lim (a,+b, )=+oo
[i~—p00 —>co

Si lima,=+e<c yexiste c>0talqueb,>c vneN, entonceslim(a,b,)=+oc

N—3oc N—oo

: . . a
Si a,>¢>0,b,>0 vheN y limb_ =0, entonces im— =+co
[i—>o0 bn
Si (a,) estdacotada y limb_=+es entonces lim -g-“- =
I

i ——

CALCULO-DE LiMITES INDETERMINADOS

e .

CASOS DE INDETERMINACION , L 0 oo
Sean (a,) y (b,) dos sucesiones, las mdeterminacion como 0 ° = podemos
indeterminaciones pueden presentarse en las utilizar la regla de L'Hospital.
siguientes formas:
— Ejemplo:
Operacién Representacion
simbdlica Si o = L,n
1 4, = 9
N
: . L.n
ma, = lim —"5- =~ —
n-— s M- I} o0
Por LHospital
1
lima, = lim -I%- = im *12 =0
Nn—co N\ —co 2]’1 Nn—eo 2n
a,—b,, sl a,—>e y b,—>e
a

[

2. Limite de una expresion racional, b »
N

a, amn°+an’'+. . +a,

SUpongaimaos W - B
PONBAMOSAUE | ™ bynd+bn + ...+ b,

con ao ¢0, b{)#O,p,qu

a, .
. o '6" y Sl p == q
1. Como a,yb, son funciones cuyo dominio es o @ 0
N, el calculo de sus limites también tienen e s o . si p<q
. n
sentido para los valores reales de n (no .
naturales), entonces en algunos casos de <, sl p>g
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Ejemplo:
Calcule los siguientes limites:

P +2n+4 7
[ im —- 3 = —
n- 3n° +6 3

Puesto que el numerador y denominador
son del mismo grado, entonces se
dividen los coeficientes principales.

. n+ 2y
[I. lim (2 g y
n—e~n+n°+n +n

=0

Ya que el denominador es de mayor
grado que el numerador. El limite es cero.

-~ * - ° b
Limite de expresiones exponenciales: a, "

Teniendo.en cuenta que:

n-—o0 I

lim (1+i) _e=2718281...

vy que lim (1+ l_(..) = X, podemos resolver
N—yoe n

los limites de la forma 17.

En general, los limites de la forma 17, pueden
resolverse, también, teniendo en cuenta que
su valor es:

lim (a,-1)b,,

bn - en-—}oo

lim a,

n—oc

Los limites de la forma exponencial, se
resuelven, en general, tomando logaritmos
neperianos:

L=lim a,” = In(L) = lim In(a,™)

n—yeo n-—>o0

Ejemplos:

2 n+2
lim (1+ : J = 1"
R—el N+ 3

hm | 1+ 22 —l}n+2)
n-— n°+3

Sucesiones y series

i
e lim¥1+n=1lim(i+n)" =o'

n—oc Nn—yoco
No podemos aplicar el método antenor,
pero

|
1 il o
im(l+n)® = lim| n® (-l- + 1)

n—oo n—oc n

| 1)
. — ¥ .. I \n
:(llm n" || lim (]+—)
Nn-—oo N—>oco n )

o
=\e"” Im || 1+—
I —3 oo I

| - v

Por L’l-‘l'ospitaI

( lim—l) . 1 N g
= \e" " " hm(l+—]

El calculo de limites se simplifica si se tiene
en cuenta las siguientes equivalencias (son
expresiones equivalentes, aquellas cuyas
relaciones por cociente tienden a 1).
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La sustitucion de un infinito o infinitésimo §

por una expresion equivalente es soélo
correcta cuando aquél aparece |
exc |

Ejemplo:
Calcular:
. (nP+on’+n+5)sen(n®*+n+2)
1. lim- VR
e (I—cos;)(2n+n)

T (n® 2(112 +n+ 2_)_
1} R (—2%2_)(“7)

= fim 2(“3)5("2) :

n-—os N

2

Sean (a ), (b,)y (c,) sucesiones de nimeros
reales tal que lima, =limc, =L y a_<b_<c,
It oo

n-—>o0

para todo namero natural n suficientemente
grande, entonces la sucesion (b_) tiene limite que
coincide con las otras dos sucesiones, es decir,

imb, =L
n-—yoo
Demostracion
De la hipdtesis:
ima, =L
N—ce

=la, -L|<€=L-€E<a, <L+ Vn2n,

imc¢, =L

N—ron
= |c,~L|<€ = L-E<c, <L+€ VYn2n,
Luego, V n>max{ny,n,} se cumplira
L-€<a,<b_ <c,<L+E€
es decir a-€<b <L+E

—€<b,-L<E€

468

Sik ¢ N yse cumple
e N'<<a'<<n!<<n"

El simbolo "<<" quiere decir " es una |
fraccion muy pequena de" o "es §

insignificante en comparacién con”.

e limn"=lima"=limn!'=imn"= "«
oo n-%° - n-~»

n" n
e iMm— =lim—— =lm
n -~ a N o0 n! [l—oc Il

0
——— NN
T L K

e,
it L

l‘ .0 v .-
?-c- b B . 4 .,f".- . - i "

e —

Por lo tanto, |b, ~L|<€ yasi limb_ =L

Ejemplo:

Determinar lim Q/é“ +3"°

fi—aoc

Resolucion:
Sabemos que 0<2"<3"
N<2"+3"<2.3"
Q/f—i}‘. < Q2" 13" <382
Hallemos , 1
Il lim —
lim3%2=3lim2" =3-2-"=3.29=3

Nn—rec Nn-—o

Aplicando el criterio del emparedado:

imY2°+3" =3

Ejemplo:
Calcular el valor al cual converge (a,,) si a, = se: o
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Sucesiones y series

Resolucion:
Utilizando la desiguaidad -1<senn<]

1 senn_ 1
I It Il
e — st
an (:n

TEOREMA DE 1A MEDIA ARITMETICA

Como ima,=limc¢, =0
n—oo n—reo
Por lo tanto

. Ssenn
im——=0

Sea (an) una sucesion convergente,

a3 -f- -Fan

a, 4324-

Demostracion

De la hipdtesis tenemos que (a,) converge a

ae R, es decir;

lima, =a entonces a;=a+r, ieN, reR

h n I : ‘r.
- I (HH] W : oy
/' "4 o " I: R "#’/' (. }_4..,:.."-*_;'-" .-.b: .
l P - ’l'_'.__ . 4y - - '.'..: .'.:’-’ _:} _ '- '-'.'- ’. - i
s , iz _ 7 «“ o 4 : SN ' > . 3

n - oo
a,+a,+a;+..+a
im—-2— 3 n
luego, o 0
—¥m (a+n)+(a+n)+..+(a+r,)
N—oo Il
= lim D =a+ lim -
N =—»eo N n—oo n
0
=a+0=a
Observacion:
I (a (R e S A
llf)i}o - 0 yaque ry+r,+...4r1,

TEOREMA DE LA MEDIA czommlg

Sea (a, ) una sucesion convergente

<

entonces 21 ’Ilm

Ejercicio:

o 1+2+33+ Y4+ +Yn
Calcular: Im

N—»oe n

Resolucion:
Rapidamente nos podemos dar cuenta que
podemos aplicar el teorema de la media

aritmética para la sucesién (a,) donde a, = Yn :
a;=1.

Calculemos entonces el limite de su término
enésimo.

- n -
lim Qfﬂ = lim e™ = e““" n

n—oo n—oe

Por la regla de L'Hospital

Iim —l

- en-mn - 1

Por el teorema de la media antmética.

I+J§+J_+ +J—

=1

n-}oo

N amazxagx.i,xa =a-

a i'
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Demostracion

Ina, +Ilna, +...+1Ina,
n

Inx =

Tomemos limites

It—co IN—rco

lim (I x) = lim(lnal +Ina, +...+lnan)
n

Como lima_  =a, entonces limina, =Ina

n—oo n— oo

Aplicando el teorema de la media aritmeética en
el segundo miembro:

lim (Inx) = lim (Ina,)

N—oo Nn—cc

Algebra

Ingresando el limite

In(lim x) = In(lima_)

n—oo N0

= limx =lima,

1—oc N—> oo

Por hipotesis: lim x =a

n—oce

n—eo

Ejercicio:

Calcular lIim ‘\‘/ﬁ

n—yoo

Resolucion:

lim ¥n! = lim ¥(1)(2)(3)...(n)

n—ce n-—-—ee

Podemos aplicar el teorema de la media geomeétrica

=lim§‘/ﬁ=1

n—oo

3 _______________________

%b) Sl r--.l entonces no: podemos afirmar si |
¥

e

C(mverge 0 d:verge

| - 3
i.:-f-f :-E- ---------------------
W’ B0000ch G‘a“,..w s OO A ,; me v - "', - "'.',_ Grrav. o WWM

Demostracion:
a) Sealasucesion (a,) de la hipotesis

. tan +1
hm |- =r<l
n—eo a“
entonces

ANe N/ a;+l <r siempre que n>N

n

Sea p cualquier entero positivo mayor que N,
entonces:
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Ia‘p+k| < rk‘apl
es decir,

—rla,| < a,,, < r'|a,]

Sire<0,1>, limr® =0. Portanto, aplicando

K-—>eo

el teorema del emparedado.

lima,,, =0, asique lima, =0
Ejemplos:
+ Sia,=2"
n+l
jim 2041 = lim || = 2> 1
n-—»oo an N — oo 2“

. la sucesion (a,) diverge.



CAPITULO IX

Sucesiones y series

M

. n
¢ SI a - en
n+1
. la . n+l . n+1 1
lim 2t = Hm [ S——] = lim = <]
n—eof g n—ef I n—e{ N e
E,?

- la sucesion (a,) converge en cero.

2. CRITERIO DE STOLZ-CESARO

/ VN AP NG LS AN VLD N LSNP P8R8 0T, i A A W A A AN A AN R N LA PN BN PP TIPS L el N WI'WWWMMM’W%

Sean {a_) y. (b ) dos sucesiones tal que: =~ |

At AN,

ima, =limb, =0 0

n—pso oo =

I. {bn-)._ es monotona y

.l
K
X
N A

»
A Y R N e A e e AN RN

iL. (b ) es monétona y imb,_ =+,

N—¥eo

a,,;—a
entonc:es lim 22 = fim 2o "2

-' n”"”"bn n-—se b +1“bn

J_.-‘v‘u'v.\ AR T 1 T A AR S SRR A R LV SN, AL

'. .
TN D L AN OO TR I RN BT 'WWWMWMWWM/[MIWWWW{W s '-'N-'-N'M\j’é

'-'A-"IN-'-’MVNmi

Demostracion:

an_‘_l —d
Supongamos que Jim —
N—oe b +1 "_b

D —¢c.
1l

Como (b,) es mondtona, es suficiente probarlo
cuando sea decreciente, es decir b,~b_,,>0

Sea €>0. Por definicién de limite, existe un
numero natural N tal que:

A1 70 _ <§, Vn>N

bn-&-l_bn 2

U " dna o <-8-, vn>N

b,-b 2

c:—-E dn " ap. <c+E Vn>N
2 b,-b 2

n+i

por ser b_-b_ . ,>0, por hipétesis, tenemos:

( “g)(bn - bn+1)<an _an+i<(c +-§J(bn B bn+l)’ vn>N

relacion que, tras aplicarse a n, n+1, ..., m (con

m>nz2n, ) y sumar todas las expresiones
obtenidas, da:

[c—%)(bn-—bm)<an—-am <(c+gJ(bn—bm)

y tomando limites en los tres miembros, respecto

de m, para n fijo (con n2n;) y como

lima, =limb,_ =0

N-—>oc nN—ooa

(C—E)bn <a, S(C+-§an
2 2

con lo cual, dividiendo por b, (que es positivo por
ser b, decreciente y limb_=0) el sentido de la

I~ o0

desigualdad se mantiene y queda:

C—ESER§C+§,Vn2n0
2 b,
de donde
dn ¢ s§<8, vnzn,
o 2
. a,
Luego, Im—**=c¢
N> N
Ejemplo:

- VIHP 24224 z
Calcular hm\/ t1 +\/ *“?;_ + +\/n+n
n—oc0 n +2

Resolucion:

I+ +V2+ 22+ +Jn+

= a_, =vVI+12 +v2+2% 4 .

..... ++/n+n? +\/n+l+(n+1)2

b.=n"+2 = b_,=(n+1)?+2

n+l

Como (b,) es monoétona crecientey limb_ =oo,

n-—yoo

podemos aplicar el Criterio de Stolz-Cesaro,
entonces:

. a . a .
Iim -2 = lim L "0 — im
noeb o noe D A
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/o n‘+3n+2
— Iim n-+3n+2-lim~ n
n-— oo n+ N—)oo 2n+1
n

J 3 2

I+—=+— l
= lim "I“ = —
N—co 2+_ 2

n

3. SUCESIONES DE CAUCHY

El concepto de limite finito expresa que los
términos de una sucesion convergente no tienen
una localizacion dispersa, sino que se concentran
alrededor del limite como si éste fuera una
especie de nucleo. Entonces, al acercarse a ¢,
los términos se aproximan “infinitamente” unos
a otros; lo interesante es que este hecho (Jlamado
condicion de Cauchy) basta, por si solo para
asegurar la existencia del limite finito.

Por otra parte, puede darse la posibilidad de
que existan varios de esos nucleos (que se llaman
puntos adherentes), como ocurre, en particular,
en las sucesiones acotadas, concentrandose en
torno a cada uno de ellos un sector infinito de la
sucesion (subsucesion).

Formulemos matematicamente alguna de
estas ideas.

Definicion

Se dice que un nimero real r es adherente
(o punto adherente) a una sucesion dada si existe
una subsucesion de esta que converge ar.

I Corolario

Todo sucesion acotada admite. al menos un pumnto
! adherente.

Ejemplo:

Sea la sucesion (a_ ) con a,=(-1)" y sus puntos
adherentes sean el 1 y el -1. Las subsucesiones
seran:

472

Adgp. 1, 1, ], N S => rlll_l;r; Ao = i
aZn—l: _11 -11 ""l, cae = i!}gl dogn_t = ~1
Definicion

Se dice que una sucesion de niimeros reales (a_|

es de Cauchy cuando €>0 INe N tal que:

la, —-a,|<€ Vmn2N

Ejemplo:

Demostrar que la sucesiéon (a ), con a, :-11; es
de Cauchy.

Sabemos que:

lim—]-=0 = v§>0, E|N>O/ J——O‘= —-!—L<—8- Yn>N
n-—e 1) 2 n n

Ahora veamos que

la,, —a,|= %—-]n—]-oJS % + -—r:—l— <—§-+§<8 Vn,m>N=—l-

Por lo tanto, Ia sucesién (a,) es una sucesion de
Cauchy.

Proposiciones:

5 A 155 O 5 A

1. Toda sucesién convergente es una
sucesion de Cauchy. :

2. Toda sucesion.de Cauchy tiene limite.

3. Toda sucesidon de Cauchy definida en el

% conjunto de los nimeros reales es

2 convergente. | - |

i 4. Toda sucesién de Cauchy es acotada !

1 LR LT 2 0 SN WA LA 1 20 AV 5 sy 0l o oW O U ¥ B N LAy 3 ¥ 0 AT i S /W'WNM Wil Sl AT mew VY SR A VLA e’

has s

A AT ASVAAAS SAAAAAA \ VLULAR LY

Y YA Ve A BN T ey

Demostracion:

1. Si lima,=a. Se tiene que dado €>0,

Ny o

arbitrario, siendo N un nimero natural que

Ian-—a|<g, vn>N
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Veamos:
Ian_am Izlan —ata-ap, ‘g‘an"al_*'
£ &

+|a+am ‘(-2"""'2':8

Vvn2N y vm>N

Por lo tanto, (a,) es una sucesion de Cauchy.

4. Tomemos € =1, entonces por definicion si
(a,) es de Cauchy, debe existir un N natural
tal que:

la~a_ |<l, V2N y ¥ymz2N

SERIES NUMERICAS |

Notacion

Sea la sucesion (a, ), si desearamos expresar
la suma de los 10 primeros terminos de esta
sucesion, entonces usaremos la siguiente

notacion:

10
k}:lak =a,+a,+az+..+a

Si queremos representar la suma de todos sus
elementos, se escribe:

kzlak =a,+a,+as+...

Sabemos que no es posible sumar infinitos
numeros, pero damos significado a este proceso
mediante la operacion de paso al limite. Este es
un ejemplo tipico del modo cémo las
matematicas generalizan conceptos conocidos
para acrementar su utilidad.

n
En la notacién Zlak el indice Kk no tiene
k-

sighificado propio alguno, y puede ser sustituido
por otro cualquiera, es decir:

En particular:
la,—ay| <1, Vn2=N ydebido a ello

ay-l<ay<ay+l, vnz2N

conlo cualay-1yay+1 son, respectivamente,
una cota superior y una cota inferior del

conjunto {a, :n =ng};es decir, este conjunto
es acotado.
Por otra parte, {a, :n=12,...,n,-1} es finito

y, por lo tanto, acotado, luego {a, :ne N} es

reunion de dos acotados, sera también
acotado.

A

I n i n
Zak=zal=zaj=Zak_1=a|+a2+...+an
h=1 i=1 1 k=2

A este tipo de indices se les llama indices
mudos. También se puede hacer la siguiente
asociacion: a, representa el primer elemento:
a, el segundo elemento, y asi sucesivamente,
obteniendo:

n-1

n
Ya,=a,+a,+as+...+a, = 3 a,
k=1 i-0

n oo
Elsimbolo Y a, 6 ) a. norepresentael [

k=1 K=I -.,.
resultado de la suma de estos nimeros, §
sino la operacion que se efectia sobre |
ellos.
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DEFINICION

Una sene es la adicion de todos los términos
de la sucesion (a,) y se denota mediante el
simbolo: ) a,

n-=1

siguientes notaciones:

. También podemos usar las

VI ULUCTE . AR ARA A
- ,’ %

zan*z‘,an = a,+a2+a3+
.,s"ﬁf: 1 -

AN Vmees, S e
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,"'\Pt mmwvmw'www' WAL d . W "".
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J
. WM\WMMMMWWSO WJWL

CONVERGENCIA O DWEKGENCM DE UNA SERIE

Sea la sucesién (a,) de nimeros reales, a
partir de ella, formaremos una nueva sucesion
(S, ), donde:

S,=a,

S,=a,;+a,

S;=a,+a,+a;

S.=a,+a,+az+...+a_, etc.

Los nimeros S_ se llaman sumas parciales
delaserie Ya, y a(S,) se le denomina sucesion
de sumas parciales de la serie }.a,

Definicion
La serie 23, es convergente si y sdlo si la
sucesion de sumas parciales tiene limite finito, a

este limite (S =1lim$S, = im iak) se le deno-

n—> N— ]

mina sumade la serie. Si lim S, = £eo 0 no existe

n— >

se dice que > a, es una serie divergente.
Nuestro objetivo principal en este capitulo es
determinar si una serie es convergente o
divergente,
A continuacion veamos algunos ejemplos de
series convergentes y divergentes:

. $2"=2+92249342%4
n=1

por simple inspeccion podemos decir gue esta
suma es +<° ; por lo tanto, la serie diverge.
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Ejemplos:
Yo" =2+20 420 4
n=I
T logk = logl+log2 + log3 + ...
n=|
i coskx =1+cosx +cos2x +...

k=0

SR =1'+22 4P 144
k=1

2. (-1 =-l+l-1+1-1+1-1+..,

nv—

es divergente ya que la suma parcial

S, =0, sinespar
4

S, =1, sinesimpar

por lo tanto, no existe imS_

n—o

3. Para un decimal penddico

6 6 6 6
-+

0,666... + +
]0 100 1000 10000
las sumas parciales son:
5= 6
10
6 6
S, =—+—
710 107
6 6 6 6

S =—+—F+——=+..+

10 10 10° 10"
Hallemos la forma simplificada de esta
enésima suma parcial, asi:
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Tomando limites cuando n — e, 1(;“ >0,
. 2

entonces lIm S =—
n-—-s3oc

Por lo tanto esta serie converge, es decir

0,6660... 2

III

Las fracciones decimales periodicas son casos
particulares de la serie geometrica.

Definicion
Una serie de la forma:

Yar"=a+ar+ari+ar’+...r#0, az0

n=0
recibe el nombre de serie geomeétrica, cuya razon
es I. Vearmos en qué casos esta serie converge o
diverge. Calculemos la enésima suma parcial de
la serie.

S =a+ar+ar’+..+ar""

S =ar+ar’+ar’ +..+ar"

(1-r)S, =a(l-r")

S ~a(l-r")
l-r

M»WW//A/ S ED B KR W -, R e e e e e

>,

551 r=1, S =na, lim S, =< la serie diverge’

% - =00
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Si |r [>1, ¢ _.)Qo, llmS =oo la. senedwergj

&WMWJ/MM Ve /0 WWMM-} e ” e o d A7 2 R gl iy T e e PR A e e ] 'f‘ Sy ot M PR s g T e Sl T Ll

crzl

£l

Xa gl

orh ARPRPIPIS P PRE FERTOPPEAN Y DI I T BP0 = 201 D o 4 A €PN L ST 18 NN NN 8 PPN .-W

{; ]r|<1, " — 0, lim s ,,......_...,la serie covergef

'&

~7 o3
TOUAT PN AL NOTA L PPPPLPE PRI RS BT TGA R LN 0L PP L LAY OO L7, m.'R LN V788 P adaran

SR

MWH’MMWMMNMM{JNWW}M 0 Hr'-'*ﬁ

Con lo cual queda probado el siguiente teorema:

TEOREMA

Si |r|<l, la serie geométrica > ar® converge
n=%

y tiene por surmna Ii Si |ri=1, la serie
~I

diverge.

Ejemplos:
 (alcular

Cuando la serie geométrica es
convergente, calcular su suma es sencillo.

= ] 11 :
Sl g Ty
et L,

Si aplicamos este método en una serie |
divergente, obtendremos un absurdo. {

Y 30 =3+3%+3%+. .

S =3+3(3+3°+3"+...)

S =

Ejercicio:

Se deja caer una pelota desde una altura de a
metros sobre un piso horizontal, cada vez que la
pelota choca contra el suelo, rebota hasta alcanzar
la altura ar, siendo r un namero positivo menor
que 1. Halle la distancia (vertical) total recorrida
por la pelota.
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Resolucion:
La distancia total recorrida esta dada por la serie:
S=a+2ar+2ar +2ar’+...

Como r<1, entonces es la serie geométrica
conocida a partir del segundo término.

2ay 141
S=a+—=a| —
l—-r (l—rj

m am an EE A Pehh i Feee ek e s ey - - - O am e . - e ar ==

Por ejemplo, sia=dmy r :%m, la distancia

3
(1+l

recorrida es: S=5 _ 3 =10 m

También podemos aproximar el valor de un
decimal periodico como una serie geoméetrica,
por ejemplo:

3 3 3 3

0,333...= — +——+ + +...
10 100 1000 10000
3
_ 10 _1
L 3
10
Definicion

Una serie de la forma:

es denominada serie armonica, esta serie es
divergente.

476

Definicion
Sea S(x) una expresién matematica, la serie
telescopica presenta la siguiente forma general:

>0

2 [Sn - Sn+l]

1=1

la enésima suma parcial de la serie esta dada por:

d.MV_J_hM-w%\%WM\&M\*\W\&WNNW@WMJ&WWMW R S aanriias
- .. - - M
. < . . - RS

5 2 : Y
- 28w Sasn] =
sy 4 L7 L T e 3 4 "

Este resultado lo obtenemos desarrollando los
términos.

::Sl_sn-i-]

Ejercicios

20
1. S n°-(n+1)P=1F-2F=-440
n=|

99
2. Y logn-log(n+1)=logl-log100=~2
n=1

Ejercicio
Determinar la suma de la serie:
S’: ]

n=| II(I'I + I)

Resolucion:
Hallemos la k-ésima suma parcial

k ] L 1 I 1 1 1
— S R + ..
zi n{n+1) nz-l(n n+1J 2 2 3 4
1 1
+
kK k+l1
Aplicando la serie telescopica =1 kl T
_!_

luego
o 1 K 1 1

= lim =lm]l-—— |=1
nz=;1 ﬂ(n+l) k%(gl n(n+l)) k-*w( k+l]

luego, esta serie converge a 1.
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Ejercicio:

Sea la serie Y k*, averiguar la convergencia o
k=1

divergencia de |a serie.

Resolucion:
Hallemos la n-ésima suma parcial.

Sabemos que (k+1)’-k*=3k*+3k+1

entonces, i ((k +1)° - k3) = % ( 3k + 3k + l)

K=1 k=]

-3 ((k-(k+1°) =331 +35 k+ 3 1
2 kol U kal

por serie telescopica

h

3n(n+1) in

3\ _awi1,2
-(1-(n+1) )..3ng +

Operando i k* = }-{(n +1)° - _3nn+D)_ n}
k=1l 3 2
i K2 n(n+ 1)4(2n+ 1)
k=l b
Tomando limites
jim 3 k? = Jim 2N DE+ D
n—>co k| R—>o0 6

Ekzzoo
k=t

~. la serie diverge a +<°

Propiedades de la Sumatoria

2 kS5, =k2 S5, , K: constante me N

n=1 n=I

m im 113
EISn tu, = EiSn +Yu,
n= n=

n=1

CRITERIOS PARA DETERMINAR LA CONVERGENCIA O DIVERGENCIA DE UNA SERIE

Anteriormente hemos podido determinar la
convergencia o divergencia de una sere tomando
limite ( n — = ) a su enésima suma parcial. Si nos
resultaba un limite finito, entonces la serie
convergia a este limite; pero si no salia infinito,
divergia; es muchas veces dificil calcular su enésima
suma parcial, por ello vamos a dar a continuacion
vanos criterios que permitiran determinar si una
serie dada converge; tales criterios dependen
principalmente de la estructura de los términos de

Ejemplo:
& 2n+l o .
La serie 21 —— Posee como término enésimo
n=1 I1—
2n +1 .
a a, = , como lima_=2#0, entonces la

n-1i n—ee

serie diverge.

25 "
.t A

"
.

ot
., 3

| Una condicién necesaria para la

1

convergencia de la serie  }.a, es que
n=}\

hm a, ={

N—=00

Demostracion

Sea S, =a,;+a,+a;+...+a_ la n—-ésima suma
parcial de la serie, y supongamos que esta
converge hacia S; es decir:

ImS_=S

N —»ec

Entonces, dado un numero £ existe unindice
N tal que todos los términos de la sucesién (S,)

posteriores al n—€simo quedan comprendidos

£ € .
entre S—-2— y S+-2-, por consiguiente, dos

cualesquiera de ellos no puede diferir entre si en
mas de € . Osea, que si my nsonambos mayores
gue N,

I Sn"sml <E.
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En particular, esta desigualdad se satistace si
m=n-1 y n>N+1.

Pero
S =S _;=(a,+a,+..+a )—(a,+a,+...+a, )=a,

por tanto, |a | < &€ cuando n>N+1, puesto que
€ es un nimero positivo arbitrario, esto significa

ue: hma, =0, con lo cual queda demostrado

N—oo

el teorema, ademas esta demostracion permite
afirmar gque el criterio anterior es correcto.

De lo anterior podemos afirmar las|
siguientes proposiciones:

Sila serie Y.a, es convergente, entonces §
n=|

hma =0.
IN—o
« Si lima,=0 la serie ) a, no necesa- |
NI—xo

riamente converge, es decir, puede ser |
convergente o divergente. "

Ejemplo 1
. (x2 —1)n+1

Si la serie Y es convergente,
n=1 2n -3

determine el valor que puede tomar xe R.

Resolucion:
Como la serie es convergente, entonces
: ; (xz—l)n-s-l 0
ima, = lim - =
noe | now  2n-3

Por propiedad de limites, dividimos los coeficientes

xt =1
principales, es decir : ={

Por lo tanto, x=1 6 x=-1
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Ejemplo 2

» ” - m L * 1
En la serie arménica 2 —, lima_ = lim—=0,
n=l n —o0 n—cc )

entonces no podemos afirmar sl converge o
diverge.

Propiedades

%
{

oot I WWMWWW
L Silas series Yy y Et}; convergen aAy |

n=| .,

B respecﬂvamente y sea ¢ una constante

i

(c € R) entonces. . " ﬁ:‘ ,, ;
|

§

;

i

) Lasene Eca -cza converge acA

...... n=) . nﬁl | el

o0

Z(a dtb ) Za ben

b) La serie
n=l1 * ﬂhj

converge a A iB

-~ | OWSLITTR RNV S WS WA

Il Si la serie 3 es dxvergente y ceR

1=l

" ' "E: < :'E
., - - ﬁ__-.- -
..... ____ k_*___ Fﬁi H .-?}./}I .':%

IIIIII y

entoncesTa serie’ Z} ca;’ es dwergente, 7
=

"
'h'

.
-
VAL LA AR LEA  SAAAARAARA LA AAA L VA A A AV AN - v

Bilk Sz la serie 2 a, es convergente Y. la sene

n=|

T VRRARAAAA VAL SAVAA Y ATRA VA SARMAARARANARA AL VUAAUUVUVIARASIANAATA Y AL RAAAAAAAAR A1 1 3 %A 40 SR WA AN A% WA AR WAL AR BARARAAALLL A 5 o 5 AA AN WAAAATAVAS AAALAA A% A NA WA BAA A TN LLALAST AT Sama s AR AN
"
" g
s ]

ANAREAT A AR A N A A Y WA &Y

n{lt (3n +b,) es dﬁérgente.

AL QAN IV % SN OO LSOOG A A v o i W uin W' SV MM A £ 7 1 fF I E3O i X e W

e O BOTLRAD DI VA 2N - DN i el s Ml Y v LY

fwmﬂ.

Ejemplo:

Averiguar la convergencia de la serie

§(§n2+n+l+_§_
n=ll 2nf-1  2°

\

Resolucion:
Apliquemos las propiedades anteriores

~(3n’+n+1 5 ~=23n*+n+l1 = 5

21 2n2:l_.+-2_"— e 2n—1 +zl-2T
n= L h= n=
1 )

=3n‘+n+l _= 1 3 9 | 13

=) ———a——t3) —=—=Fd —E |=—

n-l 2n° +1 n§l 2" 2 1-—1 2
("2
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1. CRITERIO DE CONDENSACION DE CAUCHY

Sea ¥ a, una serie de términos positivos tal

n=I

que a,za,; VneN;entonceslaserie ¥ a_

converge (o diverge) siy sélo si la serie OZO‘, 2"a

111
n=I e

converge (o diverge).
Demostracion:

Sea S, la enésima suma parcial de la serie Y} a_
n=|
n=]

Supongamos que la serie 5 a, esconvergentey

n=1

sea Pe R una cota superior de la sucesién (S ).

Se tiene, siendo t, la enésima suma parcial de

- In
2. 2 a,, .
n=|\
- ok
P2 Ay = 2a, +(2a, + 2a, ) +
(2a5 +2a4 + 234 + 2a5 )+
+ ... +(2a2n + 2aL2n + ...+ 232[1)
ya que a, 2a,,, entonces

<2a, +(2a3 +2a,)+(2a; + 2a, + 2a, + 2a, ) +

+ (Zazn_m + 2a2,1,l+2 + ...+ 2a2n )

=25,, —2a, < 2P - 2a,

Luego, la sucesion (t, ) es acotada superiormente,
como ademas esta serie es mondtona

decreciente, entonces la serie 22“212n es
n=1

convergente.

Supongamos que la serie i 2"a
n=lI

» €S conver-

gente, entonces la sucesidn de sus sumas
parciales esta acotada superiormente. Sea M una

cota superior, escojamos unny tal que 2™ —1>n
entonces:

S,=ataytag+..+a, <a;+ay+..ta,ta,, +..+ &g
=a,+(a, +ay)+(a, +a; +ag +a; ) +...

+( 2!10 +a2n0+1 +...+a2n0+1_])

Luego, la sucesion (S, ) es acotada y como es

también monétona, la serie > a, esconvergernte.

n=|

Ejemplo:
Determinar si la serie armonica es convergente o
divergente.

Resolucion:
> ] . 1
En hElH se tiene que a, =— y como a_ >a,_,
| ] . o
- > gt entonces podemos aplicar el criterio

anterior, es decir, como la serie:

n=1 n=l 2"
. .z = 1 ..
diverge entonces la serie Y a_ = Y — diverge.
n=| n=i Il

Las P-series

M T
. Sealaserie: . = ;
% Z“‘F—]-i-— Frai Mt SR

n={ I} 2k 3P 4P

. 51 p>1 la serie converge ey z
i Sip<1 laserie diverge ]
e sssrastss e s seeeomes s i e
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. 1 ] : :
La relacion - <— nos permite aplicar el
(n+1D)?» n?
N ~ vy lu-_._v_..—d
an+l an

criterio de condensacion de Cauchyy asi, la serie

i -]-- es convergente siysolosiloes E 2" | D
n=1 NP "=l (2n)

la dltima es una serie geométrica de razén 2",
entonces sera convergente sty solo si:
2P < |
21 < 20
I-p<0
p>1

Andlogamente se obtiene que es divergente
cuando p<l.

Ejemplo:

1

1. Laserie Zl —5 converge
n=

1
o= 1 o=(1Y .
2. Laserie ) ———=Z(— diverge

n=1 YN n=l1 11 y

= 1]
3. Analizar la convergencia de la serie
n=t NInNn

Resolucion:

1

ninn
a_>a.,, entonces veamos la serie.

22“a2n=§2“( ! ]=§l !

Tenemos que a, = , se cumple que

n=lI n=1 2“ ln 2“ n={ nin2
1 = 1
"z

divergente

Luego, por el criterio de condensacion de

-
Cauchy la serie rél inn

es divergente.
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4. Analizar la convergencia de la serie

= I
n=1 D( In D)E

Resolucion:

, ]
Como en el caso anterior a, = >
n(inn)

Veamos la sene:

P (R Y g YU Y g—
h=l 2n(1n2n)p n=1 (nln2)p a=t NP (In2)°
\

/
= 1
¥y —

(In2)P na 0P’

luego si p>1 converge,

si p<1 diverge

. . & I
Por ejemplo la serie X i

converge,

-
pero la serie X

diverge.
n=l NVInn

2. CRITERIO DE COMPARACION

Sean Y a, y X b, dos series de términos

n=| n=I1

positivos, si a, <b_ para todo n suficientemente
grande, entonces se cumple:

a) Si Y b, converge, entonces X a, converge.
n=I l'l=l

b) Si E a, diverge, entonces ibn diverge.

n=| n=|

Demostracion:
a) Tenemos que a,<b, ¥n>N con NeN,

supongamos ademas que i b, =b,entonces:

n=1

Sn = 2 ak
k=1
N n N n N
=Ya,+ ¥ a,<Ya,+ X b,<XYa,+b
k=1 k=N+l k=1 k=N+1{ k=I
D e
# real
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Esto quiere decir que la sucesiéon (S,) esta
acotada y como es de términos positivos es
monotona creciente; por lo tanto, la serie

2 4, es convergente.

o
Demostrémoslo por contradiccién,
supongamos que la serie Yb, es
convergentey a, <b_, Vn>N, entonces por

el teorema anterior Y a, es convergente lo

n=|

cual contradice nuestra hipoétesis.

Ejemplo 1

- COSIN

Determinar si la serie 2 —5—— converge.

n=| N +1N

Resolucion:

cosn 1

Sabemos que 53— <—5— <

|
nP+n n®+n n°
e e o

a, bn

Como a_<b_y an es convergente, entonces

n=1

> a, converge.

n=|

Ejemplo 2

(Converge la serie X

w«f—+n

n=1I lnn

Resolucion:
Veamos

lnn ln T

\-—-—v—-——/ h—v—d

b A,

n

Jn+n_n _ JH 1 (1)%

Tenemos que a,<b_y como Xa, diverge

n=|

entonces Z b, diverge.

n=l

' Corolario

| Seanlasseres 3.4, ¥ S:ba de términos POSILIVOS.

n=} n=1

: 3.
{ & Silim £+ 20y Ebn converge, entonces, an

' b)  Silim == >0 6o yXb, diverge.entonces

n n=1_

converge.

aﬂ o5
»

n—oo bn n=

240 diverge. |
n=|

Demostracion:

a)

lim 20 = ¢ >0 :
Supongamos que b =V | existe un
n

n—oeo

al‘l
numero N tal que '5“‘<C+1 siempre que

n>N.

Luego, a,<(c+1)b,. Por hipétesis Zibn

converge, entonces ZI(CH) converge, por
| § B

lo tanto aplicando el criterio de comparacion

la serie £ a, converge.

n=|

Ejemplo:

Analizar la convergencia de la serie >

n3

n=1 5I'l -2

Resolucion:
Para aplicar el criterio anterior consideremos

a, =

n° 1
N b =—
sni-2 Y ‘" q
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Sabemos que y b, es divergente,

n=|

Veamos a qué es igual

x .oa. .. n’ 1

Inm—‘-‘-zhm—-z—-—-:—>0
noep  no=jn*-2 5

Por lo tanto, por la parte (b) del corolario la serie

¥y a, diverge.

n={

3. SERIES ABSOLUTAMENTE
CONVERGENTES

Definicion

Una serie )} a, se dice absolutamente

n=Ii

convergente cuando la serie Y |a_ | converge.
n=|

Ejemplo:

. 2 - n
La serie geométrica 2T es absolutamente

n=0

convergente, ya que " |=]|r|", con |r| <.

| Una serie convergente cuyos términos son
| todos del mismo signo es absolutamente |
convergente. |

':. ) 7 ..’. '-:-'_'-n-('lm L ":" -'f :
) ol ' v
. ya [HAVRENA LA

-_— .'-:.- s

e 0 S e
L T T D Y
-r?'ap-::-:f::’ i s
SRR A L St B AP

-
v, LA s
o

- .'::7
et
o
i

U
x
7 ¢ -
BOOLC "
! '-‘;15;-?' R v
.

s 2 1 s o
223 R A R 2 s
23 ' 0 ’
5

Toda serie absolutamente convergente
es convergente.

Pero no toda serie convergente es
absolutamente convergente.
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| Una serie convergente Ean tal quez la,

n=I n=1
diverge, se llama condicionalmente

]
convergente.

4. CRITERIO DE 1AS SERIES ALTERNANTES
(LEIBNIZ)
Sea (a ) es una sucesién no creciente de

términos positivos y lim a, =0, entonces la serie

Y e 2o

Y (-)™a, converge.

n=|

Demostracion:

kzl( 1)k+]ax ""Sn entonces:

S2n+2 = 52n + a2n+1 - a'2n+2 2 S2n
SZn+l = SZn—-t _ aZn - aZn+I < Szn-l

(S,,) €s una sucesion no decreciente y (S,,, ;) es
una sucesion no creciente. Ademas:

S2 < SZn =~ SZn-—l —dy, < S2n—1 S Sl

Luego (s,,) estd acotada superiormente por S, y
(S,.-1) esta acotada inferiormente por S,. Por

tanto, (S, )y (S,,_;) convergen.

Como:

imS,,. - hm S, = hm (Sz,, 1 =Son )= 11m 13, =0

n—oo

Estas 2 sucesiones convergen al mismo punto,
llamémosle c.

Luego lim S, = i (-D)*a, =c

n—eo k=1



CAPITULO IX Sucesiones vy series
-_  ducesionesy series

Ejempilo 1

Un ejemplo clasico es la serie anarménica
- (_1)n+l

2= , €N este caso a_=—, por tanto la
n=1 n I

sucesion (a,) es no creciente y de términos

positivos, ademas lima_=0 con lo cual
n—os

. . < (-1 n+l
podemos afirmar que la serie )_“,( ) es
n=l Il

convergente.

. o oo "“'l n+t
La serie anarmoénica ¥ (-1 es convergente,
n=l Il

pero no es absolutamente convergente, ya que

= | (-1 n+i o ] ' o
2 =D = 2. — es la serie arménica que es
n=1 I n=1I1
. . o (___l)n-rl
divergente. Por lo tanto la serie y es
n=1 [l

condicionalmente convergente.

Ejemplo 2
Determinar la convergencia de ‘la serie

3 (-1)™! log( —Qf—l)
n=1}

Il

Resolucion:
En este caso

n+l 1
a, = log(-——) = log(] + ——)
n n

lima, =lim log(l + l)
[N—co N—oco n

( 1)
=log lim(l+—J =log1=0
el Ny

Ademas, la sucesidn (an)zlog(H%) es

decreciente.

Por lo tanto por el criterio de las series alternantes

n+1"

la serie ¥ (-)™ 108( T €s convergente.
n=i
/

5. CRITERIO DE LA RAZON O DF
D’ALEMBERT

Sea la serie Ya, con a,#0vneN y
n=1

a

m |2 = r entonces:
n—o! §

n

. Sir<I la serie converge.

. Sir>1 la serie diverge.

[lI. Sir=1 no se puede afirmar si converge o
diverge.

Demostracion:

. . la
Consideremos una r tal que lim{=2|<r<y.
n—oe| g

a .
entonces 3N / —2ll<r siempre que n>N
an
a rn+l
H<—— V>N
a, r

anal _[a,
lr:ﬂll < Ir" ' Vn>N

Por lo tanto, para un n suficientemente grande,
([aa]
on

T

€S una sucesion no creciente de términos

positivos, entonces es acotada.

db/Vn>N, ,a“ISb

rn

la,{<br"

Luego,
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Como re<0,1>,laserie Y br" converge, por el

n=|

criterio de comparacion, laserie ¥ |a,| converge;

n=i

esto quiere decir que la serie Ya_ es
n=l

absolutamente convergente, por lo tanto es
convergente.

Ejemplos:
Determine la convergencia de las siguientes
series:

oo 3“ 3!’1 3n+!
. YX— deaquia =~— va =
n=0 n! q : n! y ntl (I‘l-f-l)! ,
entonces
!
. la . 3" 'n! ,
lim |2 = Km | ——|=lim{- =0<1
Nl 3o | noel(n+1)!13% noein+]
. la sene dada converge.
poves nn nn
2. X > sabemos que aR = =y
n=lyn®+1 n°+1
,nn+l
an+l = — 9
Jo+1)? +1
entonces
. nyn? +1 . n’+1
hm \/ = lim|n h
Ni—eo '

;](n +D)+1n"

n""”' (n+l)2 +1

—n:limi n”+]
n=lY (n+1)° +1

=7

. n’ +1
lim T
n—el N°+2n+ 2
=n{D=n>1

. la serie i T diverge
B nin? +1

an+]

a

=1 no

ad l 0O l -
: — —-  Lim
3. En las series E_.l n Y EI R’ n-el a_

podemos afirmar nada con este criterio ya
que la primera, por ejemplo diverge y la
segunda converge.

6. CRITERIO DE LA RAIZ O DE CAUCHY

Sea la serie 3 a, y Im ,n/ la,|=r

!'1—“-‘1 f1—roe

. Si r<l, entonces la serie converge.

ll. Si r>1, entonces la serie diverge.

lIl. St r=1, entonces no podemos afirmar si la
serie converge o diverge,

Demostracion:
[.  Consideremos un niimero r tal que

lim yla,|<r<l,
- oo

entonces 3N / ,n/ ]a,,] <r vn>N, esdecir,

la,|<r" Yn>N.

Como re<0,1> laserie ¥ r" converge, por

n=|

el criterio de comparacién la serie ¥ |a_|
n=l1

converge. Por lo tanto, la serie >a, es
n=|

convergente,

Ejemplos:
Determine la convergencia de las siguientes
series:

= 3n+5Y
. nél(?l'l-lJ

Veamos a que es igual el siguiente limite

" gy 305
n—e {n—|

3n+5

Imgla, | =Hm

N n— oo

=§<l
{

. la serie dada converge.
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. \2n Resolucion:
2 § 2nt -1 l 1 1 +_1_+
“lT 2 Laserie o+ +15% 55
Calculemos ] ] 1 l
= +——F — +...F— +
, . 2 (D(2) (2)3) (3)(4) n(n+l)
: e F| TR = Ta.
limyYla,|[=limpn"~— =limp"® - n
N—co nNn—oe 2 n—>ml 2
( ] )
2 L) 2 P mn - An.i |_ s (n+1)(n+2)
—limn® -3 —fimern” _ 1 _ lime —-I—F il_rﬂon(l“ a J"Al_rﬁon - T
N —>o0 n—ee 2 [}~ oo 9 &
L n{n+1)
2
| zimER = lim -2 951
=€ "9 n—ee 1} + 2
| |
Aplicando L’Hosplta] Ia serie dada Converge.
2
- eznﬁ_ﬂ nl 1 | o 8. CRITERIO DE PRINGSHEIM
2 4 oo
Sea la serie 2 a,

n=|{

AAAASIA R A 2 A AL [y —
v ARV WAy WA MPAAAAA it A A PARIARA IRCAnAr/ Ask, AAPS R Y vivaviiny Anap A
~ A . YV N v Y
T Oy
.....
......

. la serie dada converge.

NALAYVAA VA b An Ay

7. CRITERIO DE RAABE noe _ §
. entonces la serie converge. o
Sea Zlan una serie de términos positivos. -' %
R T St Jasl talque Iimna, =r, re R-{@};
5 Sea r= hm H(I gy } entorices : entonces la serie diverge.
S 3o an | : 5 om0 1 R O
! ~an i B
i S r>1 la serie converge f rjemplos:
< i 1
| Si 1<1, la serie diverge ; Analizar 1a serie 3
3
L ~ Sir=1,nose puede aﬁrmar nada n=1 N° +2n° +5
Ejemplos: n'’
J p. . . Veamos limn“a, = lim —- — Vemos que
Determinar la convergencia de la serie n— n>=pn° +2n%+ 5
1 N ] +_1_ +_]_ N st a0 =3 estelimite esiguala 1= 0, entonces esta
2 6 12 20 serie converge.

'SUCESIONES DE FUNCIONES

T — R T —— P E— — ——
—— — .

Es un conjunto de funciones, en el cual a cada funcién f, es posible asociarse a un niimero natural
n, es decir, una sucesion de funciones es un conjunto infinito numerable de funciones.
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Ejemplos
1. Sif (x)=nx, entonces

{f,(x)}:£,(x), f,(x), f3(x), ...
{f.(x)}: x,2x,3x, ...

Observemos la correspondencia de esta
sucesion con N en el diagrama de Venn,

Grafiquemos esta sucesion de funciones.

| f(x)
) f,(x)

f.(x)

:

€0

Las sucesiones numéricas que se obtienen
de una sucesion de funciones para los diferentes
valores de la variable, pueden, o no, tener limites.

Es decir, para un valor x=x, la sucesién {f,(x)}

puede tener limite, es decir, imf (x,) puede

N=—oc

existir, mientras que para un valor x=x, la

sucesién {f,(x;)} puede no tener limite. Esto
conduce a la siguiente definicion:

Definicion (limite de una sucesion de funciones)
Se dice que la funcién f es el limite de la sucesion

de funciones f (x) {f.(x)} enelintervalo <a;b>

486

2. Sif (x)=(x-n)’, entonces
if.00}: (x-1°,(x-2)°, (x-3)°, ...

Su grafica sera:

f,(x) ,(x) f3(x) f.(x)

= S =+

‘1234

De lo anterior, podemos notar que para cada valor

x, de x la sucesion {f(x)} genera una sucesion

numeérica {f,(x,)}.

Ejemplos:
1. Seaf (x)=lognx.
Si x=1 se obtiene la siguiente sucesion.
f (1)=log n
{f.(D}:logl,log2,log3, ...
Si  x=2 obtendremos
f (2)=log2n
If,(2)}:log2,log4, logé, ...

pr . o
o A i
M = M FESpTpRrwerr— 4 ey = 4 Jenbeinieien VIR YA AA;“.A—-

siysélosi lim {f, (x,)}=f(x,) Vxo€ <a;b> yse
N—oc

denota por: limf (x)=f(x)

N—ce

De acuerdo con esta definicion puede suceder
que {f,(x,)} se aproxime a f(x,) mas rapida-

mente que {fn (x; )} a f(x;) siendo ain f(x) el

limite de f (x). Se puede dar entonces una
definicion mas restringida del limite de una

sucesion de funciones que asegura que {f,(x)}

converge hacia f(x) con la misma rapidez para
todos los valores de x dentro del intervalo de
definiciéon de la sucesion.
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Sucesiones y series

Definicion (convergencia uniforme)

Se dice que la sucesién de funciones {f,(x)}

converge uniformemente a la funcién f en el
intervalo <a; b> siy sélo si, dado € > ( existe un

valor N>0 tal que {f(x)~f,(x)|<€ paratodon>N

y para todo xe<a;b>.

De esta definicién podemos decir que toda
sucesion uniformemente convergente en un
intervalo es necesariamente convergente. Pero,
una serie convergente en un intervalo I, puede
no ser unifformemente convergente en ese
intervalo, aunque puede serlo en un intervalo

L Cl.

En el presente capitulo, consideraremos
solamente la convergencia uniforme de funciones
salvo indicacion explicita de lo contrario. La forma
mas util de investigar la convergencia de una
sucesion de funciones es aplicar la siguiente
generalizacion de una sucesion de Cauchy.

La sucesién {f,(x)} definida en el intervalo
<a; b> converge uniformemente en ese intervalo

siy solo si dado € >0 existe N>0 tal que:

if, (x)~f,(x)|< € paratodo m, n mayores que N

y paratodo xe<a;b>

f
foi }e
' ,_———‘/‘:
B é
——-—-——-—_‘: ‘ y

El grafico muestra que f,, converge af, entonces
f(x)-€<f (x)<f(x)+€, Vxe<a;b>, esdecir

f pertenece a una banda de radio € alrededor
de f.

Ejemplo 1
Sea la sucesion de funciones f, :R — R, donde

X . : ..
f.(x)= — . Determine si esta sucesiénes convergente.

Resolucion:
Tomemos el limite de su término enésimo:

imf (x)=lim>==0,

n-—ee n-—eo )

entonces f. es convergente y converge a la

funcién f idénticamente nula (f(x)=0)

Ejemplo 2
Utilice la sucesidn anterior y verifique si converge
uniformemente.

Resolucion:

Ninguna banda de radio € alrededor de f(x)=0

(eje de las abscisas) contiene al grafico de
X

cualquier funcion f, :R—-> R, f, == Luego la

sucesiéon {f,} no converge uniformementé a la
funcidon idénticamente nula en todo R . Pero si
consideramos un intervalo ICcR, donde

I={xeR/|x]|<c,ce R}, entonces f_ converge

uniformemente af (f(x) =0) enl. Acontinuacién
haremos su demostracion.

Dado € >0, basta tomar n, >-§ (-g< e) sin>n,

1 1)
— 2> — | entonces,
n, n,

1£,(x) - f(x)|=|f,(x)-0]|=

=|fn(X)\=[ﬂ<-c—<i<e
n n n,
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SERIE DE FUNCIONES 7

Una serie de funciones se define en forma
analoga a una serie numerica.
Definicion
La adicidon de todas las funciones que son

términos de una sucesién de funciones {f,(x)}
es una serie de funciones que se denota mediante

el simbolo ZEI f.(x)

CONVERGENCIA DE SERIE DE FUNCIONES

Ejemplos

. Sealasucesion de funciones {f,(x)}, donde

f (x)=x", entonces la serie de funciones

, - n __ 2 3
esta dado por 2 X =X+X"+x7+..

n=1

2. Stf(x)=e",

< - 2 Ix
entonces Zem = e~ +e X +e’t + ..

n=l

Definicion
La serie 2f,(x) es convergente en el

n=I1

intervalo <a; b> si y sb6lo si la sucesién de

funciones {f,(x)}, donde f,(x)=Zf(x) esdecir,

1=1

si su sucesion de sumas parciales es convergente
en <a; b>.

Debido a que para cada valor de x la sucesion de
sumas parciales da origen a una serie numerica,
se pueden emplear, para analizar la convergencia
de series de funciones, todos los critertos que se
aplican en el caso de series numencas.

Ejemplo:
n
+ — x [ ] » | ] 4
Sea la serie Z?, utilicemos el criterio de la
n=1

razon para hallar el intervalo de convergencia de
la serie.

n n+l
' X X
Sabemos que a, =— vy a, ;= , entonces
n n+l
n+i
] a . X ‘N . n
im {2l | = lim - —|x| lim | . —\xl
noel @ ot x (n-|-l)t n—w| N+ ]
) S —

|

Si [x]<l = xe<-L1>
N e/
intervalo de

convergencia
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- - ' aa 2 2 Aaadhiiiien b S ——

Si |[x|=1 = hay que aplicar otro criterio.

Si [x|>1 = xe<—oo;-1>U<];+2> Ja serie
diverge.

Definicion

La serie X f (x) converge uniformemente,

n=|

en el intervalo <a; b>, ala funcion f(x) siy solo si

la sucesion de sumas parciales {S,(x)}, donde

S,(x)=2f(x) converge uniformemente a la

=1
funcion f en el intervalo <a; b>.
Se denota por:

S (x)=f(x)

n=}

y se dice que f(x) es la suma de la serie i f (x).
n={

Esto significa que, para cada valor de x, se puede
aproximar a la funciéon f(x) mediante la n—-ésima

suma parcial de 21 f,(x)  es decir, que se puede
n=

escribir f(x)=S_(x), cometiéndose un error

R, (x)=f(x)-S,(x) y que este error tienda a
cero cuando n tiende al infinito.
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Sucesiones y series

1.

CRITERIOS DE LA CONVERGENCIA
UNIFORME

Definicion

La serie 2 f,{X) es absolutamente

n=|\

Criterio de Cauchy convergente en el intervalo <a; b> siy sélo si la

Laserie ¥ f (x) converge uniformemente en

n=I1

el intervalo <a; b> si y sélo si dado €>0
existe N>0 tal que

N+1

Y f(x)| <€

k=n+l

para toda n>N, para toda x€ <a;b > ypara
toda p.

Criterio M de Weierstrass
Sea (M ) una sucesiéon de nimeros reales tal

que Ifn(X)ISMn para todo n y para todo

xe<a,b> siendo ademas la serie 2 M,

n=l

convergente, entonces X f,(X) converge

n=I

uniformemente en el intervalo <a; b>

Demostracion
Dados peN, q=0,1,2,... y xe<a;b>

piq f,(x)
n=p

<3 ()] <3 M,
n=p

n=p

y como este ultimo surmando es menor que
€ >0 (dado previamente) cuando p es

posterior a cierto n;€ N yq=0, 1, 2, ..., por

ser la serie )} M_ convergente se tiene que

n=|

la serie Y f(x) es uniformemente

n=i

convergente en <a; b>.

serie & ‘fn(x)‘ es uniforrmemente convergente

n=1

en el intervalo <a; b>.

- ' ::. " : . ;
2 N , T

El criterio M de Weierstrass prueba no sélo |

la convergencia uniforme de laserie ».f,,
n=1 f

sino la convergencia uniformede Y |f,| lo |

que se expresadiciendo quelaserie ¥ f_(x) }
n=i

0

'
i

'
)
)
o
S
)
‘ol
~
)

converge uniforme y absolutamente.

...........................................................................
S T, - _.......'._':-:#‘.p‘(.:._....._...._. . L T e e AT T T T T B A P, IS

..............................

Ejemplo:

, , = Sennxy ,
La serie de funciones 2 —57  definida en R

n=|
es uniforme y absolutamente convergente en R .
Ello es consecuencia de la desigualdad.

lsennx 1
7 Dy VxeR
n n

y de la convergencia de la serie ~37z V del
n=1

critenno M de Welerstrass.

2. PROPIEDADES DE SERIES
UNIFORMEMENTE CONVERGENTES
Dos propiedades muy importantes de las
series uniformemente convergentes son:

1. Sisetiene que f(x)= f‘, f.(x) en <a,b>y

n=|
cada f_(x) es continua en <a; b>, entonces
f(x) es continua en <a: b>.
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2. Si las funciones que forman la sucesidén

f (x)} son continuasy derivables en <a:b>
{ y
y se tiene f(x)= % f,(x) y glx)= i;l fu(x)

entonces f'(x)=g(x).

SERIE DE .POTENCIAS

Definicion
Una serie de potencias es una serie de la forma

Es decir, la serie formada por las derivadas
de los términos de una serie uniformemente
convergente, es uniformemente convergente y su
suma es la derivada de la suma de la serie original.

! . e
—— el ——— e — —

donde x, y los a,1=1; 2; 3; ...; n son constantes.
Observe que, cuando todos los coeficientes a

partir de alguno se anulan, la serie de potencias

—~ n
Ya,(x-x;) =a,+a;(x-xp)+ . .
n=1 es un polinomio.
2
+a,(x—xp) +..ta,(x-x) +...
CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS -~ ) wuf s o’ 1 seann
Cuando x=Xx, la serie de potencias converge, Se chce que
debido a que todos sus términos son iguales a [ Ly ST Iy g
. q 5 X a ,(x—xg}“ c:gmverge absolutamente en 2
cero. Si existen otros valores de x para los cuales n=0 R W |
la serie converge éstos forman una vecindad de R (x mr xo +r) S
. g . E e
X, de radior. Al radio de esta vecindad se le llama N .. - . H;J ,; i
Ta (r“ xg)" """ dwerge en R- [x(, -1y xg+r] ‘?‘

radio de convergencia de la sene.

divergencia convergencia divergencia
it — . — -

xo-r XO X0+l’

1. CRITERIOS DE CONVERGENCIA
{por Cauchy-Hadamaro)

Dada una serie de potencias centrada en x,,

llamaremos radio de

ilan (x=x)"
n=

convergencia al valor r>0, el cual esta dado por:

. a
r=lm}—2
n—ee a1'|+I

O por

|

r = hm
"= gffa,
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n=g 0 .. R T e
.. :-‘- - E “ " .’ ::':. '-"."::- %-h

Llamaremos intervalo de convergencia de la serie

dada al intervalo (xy—r; X, +T)

Ejemplos:
Halle el radio de convergencia de las siguientes
series:

1. > —

n=1 n!

Calculemos:

i
Bt : n! :
r=1im = lim — = Jimn+1=+oo
n-—3w an'i‘l N—co l n—oo
(n+ D!

en consecuencia la serie convergera
absolutamente para todo nimero real x.
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mm—_—“_-—

n

oo X
2. Y (-N"—
n=1 n
Calculemos:
1

. la . " . n+1
r=lim}-—"{=lim——=lim—— =1

INn—)oco an+1 n-—oec I n-ec N

n+ 1

la serie converge absolutamente

Vxe<-L1> ydiverge Vxg[-11]. En el
punto x=-1 la serie de puntos coincide con
la serie armonica que es divergente; yenx=1

. .= (=D"
obtenemos la serie anarménica Y. —— que
n=|
es convergente.,
3 Yn!x"
n=|
Calculemos:

. |a . n! : 1
r=hm|{—2-| = lim {— = lim ——==0
nelg 4| noei(n+1)! n-oen+l
esto quiere decir que la serie diverge

VxeR, x#0,

I. Una serie de potencias es una
funcién continua dentro de su
Intervalo de convergencia.

2. Sisetieneque:

f(x) = ian(x—xo)" y f(x) = ig)n(x—xo)"

n=1

I entonces a,=b, paratodon.
3. Sif(x)=Ya (x-=xp)",
N=}

entonces f'(x)= f:natn(x—x(,)”‘i
n=}

I paratodo f(x) definida en suintervalo
de convergencia.

2. SERIES DE TAYLOR
Definicién

. . L= -1
Si una serie de potencias Y na, (x-x,)",
n=l

tiene el intervalo de convergencia (X, —1; Xy +1)

recibe el nombre de serie de Taylor si y sélo si
existe f(x) tal que:

Derivando f(x) tenemos:

f(x)=ay+a,(x—x5)+a, (x—x0)2 +ag(Jnf---x{,)3 + ..

f'(x) =2a,+2a,(x~x,)+3a; (x—x(,)2 +4a, (x—x{})3 +...

= f'(xo)=a,

f"(x)=2a, +2'3a3(x-—x0)3 +3-4a, (x—-Jvc(,)2 +...

f"(x)=2-3a, +2-3-4a4(x—-x0)2 + ...

"(x0) _

= Ty

fV(x)=2-3-4..na, +2-3...n(n+Da, (x - x;,)+..

F (o)
ni

— =d,

Reemplazando estos valores en f(x) tenemos que

1) = (xp) + LUK Xo) | 1(00) (X = X0 )

+
11 2!
1] _ 3 N . n
_|_f (xo):(;: Xo) +"_+f (xo)(x' Xo) .
: n:
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(0= 5 o))

Es decir
n'

es la serie de Taylor alrededor del punto x,,

3. SERIE DE MAC-LAURIN

St en la serie de Taylor hacemos que x,=0,

entonces se tiene la serie:

A ARRS SRR AR IS AR ANPA AAA *

| = {(0)x" |
PEEEYLO |
es decir
g,.,m. I N
i f™"(0)x*
() = f(0)+f'(0)x X +- (OJX ——£ ) +
21! 31!
L,,m N5 e SRR A b escstesans g soeatusacmmmesserermameoed®

la cual es denominada serie de Mac-Laurin.

Ejemplos

I. Determinar la serie de Taylor de la funcion

f(x)=x+5 alrededor de x,=0 y x,=1
1 1 1
f(x) = = f(0)== , f(D=
X+5 5
() = —r = '(0) = —— ()=~
(x+5)° 5¢° 6
21 2! 21
fu _ _ rn O =__’ fu ] _
(x) iy (0) =3 (D) P
~3! -3
f!!t e f!" O ,rlli' l -
(x)= 15 (0)= =2 (D) ra
4 41
1V _ _ fw 0) = , fw D= —
(x) xi3p (0)= 55 (D) o5
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Reemplazando en las férmulas anteriores,
obtenemos:

a) La serie de Taylor de f(x) alrededor de
Xy=1

f(X)z.él.._(x_l)+(X—l)2 +(x__l)3 .

6° 6” 6
(x-1)* = (~D"(x-1"
+ + —
65 nz=:0 6“+l

b) La serie de Taylor de f(x) alrededor de
xy=0, es decir la serie de Mac-Laurin de

f(x).

Determinar la serie de Mac-Laurin de f(x)=¢*
f(x)=e* = f(0)=e=1

f'(x)=e* == f(0)=e’=1

f'"(x)=e* = f"(0)=e® =]
Luego,

x“ x° x =
fx)=e'=l+x+—+—+—+..= Y

3. Halle la serie de Mac—Laurin de f(x)=sen x

f(x)=senx = f(0)=sen0=0

f'(x)=cosx = f(0)=cos0=1

f'"(x)=-senx = f"(0)=-sen0=0

f'"(x)=-cosx = f"(0)=-cos0=-1
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En consecuencia Ahora grafiquemos las funciones que se
3 5 7 aproximan a y = senx.
f(x)=senx = x—% 3.‘5_'__.:;_!_
Y donde
( l)n 2n+l f()()=x
2 f 3
l
n=0 (2n+]) ‘ g(x)=x—3(—"
| y = senx 3

Grafiquemos las funciones aproximadas a
-— X
y=e¢€ g

X

Los datos numéricos son dados en la
sigulente tabla.

Donde: f(x)=1+x

0,19867
X 0,29550
g(x)= 1+x+§? 2995
x*  x
h(x)=1+x+ YR A continuacion mostramos algunas funciones con
3 su respectiva serie de Mac-Launn.
Datos numéricos correspondientes a esta

o DAAAAAL P, A ABdAAR A sy
. amd A LoV WA AL WMWW'M
= -

grafica.

a x x% f&

_”.]3—!'—-— p-—-“&_ i——‘ﬂ-..'

27 741% 61 84

MJMWW

0,1 1105 | 1,10517 1,1052
0,2 1,220 1,22133 1,2214
0,3 1,345 1,34950 },3499
0,4 1,480 | 1,49067 1,4918
~0,1 0,905 0,904833 0,90484
—0,2 0820 | 0818667 0,81873
-03 0,745 0,740500 0,74082 |
~04 0,680 0,669333 0,67032 | Q, x

" 'b
e e
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Es declr,

f(x)g(x) -—-( flo a.x" )( E bnx")
n= n=0

ALILL PAIL Ll P N RNNL PPAPPNAL

JIE. T 2nx““"--~1+2x+3x +4x N
:(lﬁx ) : ﬂ-—l L R A |

AL A,

- P
AU YR Ve

. = (a0 +ax+a,xt+ ...)(bO +bx +b,x® + )

aICtanx 1 n 2n+l:_‘xmw+_-__ﬂ.{h" |
e ot n§0( | ) TR i T Y A %

MW

- NEPATEANABN BAS SAIAP I SNV NN PP P PN N TR LN 4 A

= agb, +(agb; +bya; ) x + (@b, +ab; +a,bg ) x* +...

. '

Ejercicio

Determinar el término de tercer grado en la
expansiéon en la serie de Mac-Laurin de
A(x)=e’senx

Resolucion:

AN NN

(e TRr g foge st gt 2‘,,« (g Iy / > 3 4
L S e - RS G § e i b D QU ¢

SenNIX = ( i)‘“” 22 x 2x 2 ~§--2. x o e*senx=| 1+ x+—+—+—+...
R (2 )t 4!

" "
----------

Por lo tanto, el término pedido es §X

5. DIVISION DE SERIES DE POTENCIAS

Sean las series de potencias f(x)= ¥ a x"
n=0

4. MULTIPLICACION DE SERIES DE y g(x) = E b, x" ladivision de estas series esta dado
POTENCIAS
f (X) .

Sean las series de potencias f(x)= ¥ a, x" POT S EOC x" ; los coeficientes c, podemos
n=0

, o . determinarlo en la siguiente multiplicacion:
convergente sobre el intervaloly g(x)= ¥ b x

n=0
convergente sobre el intervalo J, entonces la sene

a;b,_; esconvergente

f(x)g(x) = ioc,,xn

sobre INJ.

I
el

|
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Sucesiones vy series
—_— . Jucesiones y series

Ejercicio 1
Determinar el coeficiente del término de quinto

grado en el desarrollo de la serie de Mac-Laurin
de tanx.

Resolucion:
X3 XS x?
X —— + +
Sen x 3! 5t 71
tanx = = 5 3 5
COSX xX¢ x° x
l——+ +
21 41 61

Supongamos que

tan x = Zlcnx" =Co+eX+Cx’ +ex® +ext e x® 4
In=

entonces
(c +C X + CoX? 4 C x3)(l x2+x4 xt
* 0 H 2 3 2' 4! 6' =
\ J
x5 T
= Xx——+—-T
3! 51 7!
( h
( Co | € ,3
\ ) \ W,
4 \ ( \
Chn C C. C
+ 40' 22' x' + c1-§%+-j’ X +...
. W, \ ' W,

De aqui, comparando estos desarrollos tenemos:

Co=0
c =1
C
C2 20!_0 == C2=O
C, ] 1 1 1
21 31 2 6 3
c; ¢ 1 I 1 1 2
Co———~+—=— = Co=—+ = —
21 41 51 20 6 24 15

L 3,2 5
Luego, tanx=x+—x" 4+ —x° +...
. 37 15
: . 2
Por lo tanto, el coeficiente buscado es igual a 15

Ejercicio 2

Calcular el valor de la siguiente serie:

+ : + 2 + 2l +
41y 162D 643D

—
wh—

Resolucion:

De la serie exponencial obtenido en base a la serie
do Mag- L awrinsaditse ucic.

. x x° x
e =l+—+—+ -+
It 2! 3
. 3
Ahora para: XZZ
Se tiene:
3
e4—l+3+ ) + 27 +
4(11) 16(2Y) 64(31) T
3
s S=e*

Ejercicio 3
Calcular Ia siguiente serie:

S=1

I 1 1
+

2 3 4

Resolucion:

De la serie de Mac-Laurin se obtiene:

2 .3 4
ln(l+x)=x-—3(—+-x—-£-+ .....
X 3
Ahora para x=1
= In(2) = -——1—+—]-—l+ .....
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Problemas Resueltos

Probiema 1
Indicar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones.

.. 3n+5
. Lasucesion(a,),con a = converge a 3.
n
g Jn ,
[I. Lasucesion(b,),con b = o es monotona
crecliente.
. n‘+2n+3
[lI. La sucesion (c,), con ¢, = 5 es
(n+1)
acotada.
Resolucion:
. . 3an+5
. lima, =lim =3
n-—>oo n-cc I}

Por tanto, (a,) converge a 3.

vn vn+1

b =
N Y Mn+ 2n+l

Sabemos que
3n>1

. b,=

dn>n+1

2°%(4n)>2""(n+1)

I n+1
22n > 22(n+1)

Jn _Jnri

n n+l
2, 2
bn bn+1

-. (b.) es monétona decreciente.

" =n2+2n+]+2:(n+1)2+2

C
! (n+1)° (n+ 1)
C, =I+(nfl)2 <l+1=2,

entonces 0<c, <2.

~. (c,) es una sucesiéon acotada.
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Probiema 2

Sean las sucesiones cuyos términos enésimos
sean:

2n -1
a, =
n
bn=2n+1
n

tal que a, <c, <b,_

Halle el punto de convergencia de {c, }

Resolucion:

Como lima,=limb, =2

N —oo n—oo

Aplicando el criterio del emparedado limc, =2

—oc0

" {C, | converge a 2.

Problema 3
Demostrar que la sucesion (a,) diverge

n

a, =vn!

Resolucion:

Sabemos que: n!=+2nn e™n"

Yn! =Y2mmn e 'n
" . 27 N
imYn! =lim2Y2nn — =
Nn—oc N-—oo e

Recordar que Iim Ym =1

M=o

Problema 4
Si la siguiente sucesién (a,)n21, tal que

a,=3x+(n+1)(y+3), xe R es creciente. Dar el
valor de verdad de las siguientes proposiciones:

. ye<-3;,+00>
[ yeE<-—00;3>
. yeR



CAPITULO IX Sucesiones y series
-_— DucesiOnesy series

Resolucion: Problemaé
S>abemos que: Sea la sucesion (S,) con §_= ¥n? +3n
a,=3x+(n+1)(y+3) Halle el minimo valor de n, a partir del cual la
a,,1=3x+(n+2)(y+3) sucesion es creciente.
Como a, es creciente, entonces Resolucion:
a,<a, ., Sea f la funcién asociada
3x+(n+1)(y+3) <3x+(n+2)(y+3) f(x) = x*"° —4x"3
(y+3)(n+1-n-2)<0 f'(x) = _2_x—1/3 _ﬂx—zfs
3 3
(y+3)(-1)<0
0 ) = 2( 1 2
y+3>0 (x) 3| /3 273
y >=3 2 X173 _9)
S YES =3 oo > f‘(x)—3 273 >0
\ /

I.  Esverdadero.

= x>8
Il. Es falso. .
. el menor valor de n es igual a 9.
IH. Es falso.
Problema7
Problema 5 Calcular el punto de convergencia de la sucesién
> (a.) si:
g vnZ+3n+5-3 n ]
Sea la sucesion (a)) tal que a, = oo o f’\/g““ V157" 1 Jas ™)
Calcular una cota superior de la sucesién. ’ \ 3 )
Resolucién: Resolucién: . \51/% JTS-UHJr Jﬁun ]
3
Vn’+3n+5 3 lima_ = lime
. R I n n
dma, = m—p — | 1
o Haciendo —=x
n 1 I]n/ \/gx‘i_mx +\/Ex
0% 3
J 3 5 3 =e
I+ —+—-=
= lim h_n_n Aplicando L'Hospital
N—ree P - _g. i V5 InV5+v15 " InVi5+v35" Invas
n _ ex-}(} J§x+ lsx_!‘\/ﬁ"‘
_ 1 Ins/§+ln~/ﬁ+ln~/:l§
=3 e 2
n(VEY(15)(35))
. .. =e
Por lo tanto, una cota superior de la sucesién (a,)
] -¥J5.5.3.32.5
uede ser cualquier nimero real mayor o igual a3 — ’
p g \4 g 5 =J15
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Prohiema 8

Si p>0, aeR.
Calcular el valor al cual converge la sucesion (b,),

x

(1+p)"

Sl bn=

Resolucion:

Sea ke 7+, tal que k>a, k>0 y ademas que

n
—>2
n>2k, ”
Sabemos que:
= (n nn-1..(n-k+1 n*pX
(1+p) >(k]pk=..£_ )k' )pk>2kE'
Entonces
2 NP°
(1+p) T
1 2Kk !
0<
(1+p)n nkpk
0< n” <gk-k—'n°““
(1+p)* p*
Como a-k<0
imn*¥ =0
En Q< n’ <2kk!n“"k
(1+p)" p*
e )
d, b Ch

n

yaque lima =limc =0,

n—yeo n—oo

Aplicando el criterio del emparedado limb, =0

N—o0

Problema9
n
o 5o
Si F(n):l’:;z  xeN
n

Calcule lmF(n)

N~y oo
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Resolucidon:
Sea

x n
F(n) = x+2) n(n-Dn-2)..(n-x-1Dx

nxf2 nx+2 x+2

F(n) = n(n-N(n-2)..(n-x-1

P (x+D(x+2)
i
limF(n) =
imF(n) = DT
Probiema 10
Calcule la suma en: 1
kel 2k+l
Resoluciéon:
n k-1 anf{k k+l
El 2k+l = k%( 2k 2k+l )

(1 Y ( A ( n+l)
T2 XTI R KT T2
\ J \ / \ /

1 n+l_ 2"-n-1

_———
_—

9 2n+l 2n+l
Problema 11
Determine la convergencia de la serie
S yn—-Jn+1

=l Jn°+n

Si ésta converge indique su suma.

Resolucion:
B i 4 1 I )
n=1 \/n(n+1) n:1\3n+l \/H)

La k—ésima suma parcial de esta serie es:
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| Hallemos la k—-ésima suma parcial de la serie:

1
k 1 0
ngz((n—])!_m)_]_é¥+éyl_%+

L

S —
T Jk+1

oo I 1
imS, = = =
Nse nz-:l[\/n-l-l \/I_l)

. la serie converge y su suma es -1. /Ln/ D! k :
Probiema 12 11
La surmna de los infinitos términos de una K!
progresion geométrica decreciente es 6, sila suma Luego,
13
de los dos primeros términos es o Halle el g lim(l——l-J—l
K— == k'

primer término de la progresion.
. la serie dada converge a 1.

Resolucion:
SealaPG. = a:ar:ar:ar: .. Probloma ". ) L . ,
. Sea la sucesién (a,) cuyo término enésimo esta
Como es decreciente |r| <1 dado por la formula de recurrencia.
entonces s la — =6 !
nces su suma es iguala — 1, a. =92 y a, =§an-1
Ademds. a+a+r= 13 Indicar el valor de
2 a;+a,+az+a,+...
[6(1-r)=a Resolucion:
Luego, 1 13 —9a+r De la condicién dada
| a,=2
Operando se tiene; I
a,=—a, =1
r =% = a=3 £
Ay = ! a, = :
3T a2 " o
Problema 13 I
Determine el valor al cual converge la serie q. = Ia 1
S T 92
n=2 n(n-2)!
a,+a, +a —2+1+1+-1—+—!—+
Resolucion: 1T A 2 2¢ 2
s 1 n—1 o 1} — serie geométrica
S=Y ——— = —_——= ) —
n§2 n(n-2)! r§2 n{n-1D(n-2)! n§2 n! i
=2+r-]—4
i P 1 l-=
n=2 (n ~ 1) b n! )
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Problema 15

. = n
Sea la serie ) YA
n=1 " (n + l)
verdad de las siguientes proposiciones.
. Silal>1,laserie diverge.

ra>0 dar el valor de

[l. Si|al|<]1, la serie converge.
llI. Vae Q, la serie converge.

Resolucion:
Apliquemos el criterio de la razén para esta serie,

Cuyo término enésimo es:
n n+1

Un = a" (n2 + l)’ Ut = a™ ((n 1%+ 1)

U | a™(n? +1)(n+1)
lim -2l = [im ——r o o
noel Uy | noe[gt (n +2n+2)-n

Ya que el numerador y denominador tienen
mismo grado el limite es igual a la division de sus

[ L » 4 Un+l l ]
coeficientes principales, entonces lim |2 = —
N—oco lJ Vs |
n
* v 1
Por lo tanto, la serie converge si - l

= l<a (como a>0 = |a|=a)

= la|>1
. Es falso.
II. Es falso.
ll1. Es falso.

Prohiema 16

i;(nb)
Halle el punto de convergencia de la sucesién.

In(na) )’"“

Dada la sucesion (a,), tal que a, =(

Resolucion:
n(n)
abn
ln I:—'t")'——]
a, = ———z
" | In{(nb)

In{n)
In{nb) + In -;- '

—
.

" In(nb)

200

— 3 In(n)
' In| —

8(n)
=!]+ <> f
" ‘_ In(nb) (n)

Vemos que lim a, tiene la forma 1™, entonces

n—oo
. lim (f(n)-1)g(n)
iima, =e"™

n—oec

_ erf'i“.o_ln(nb)

[ ﬂ). lim Jn(n)
- b} n==In(nh)

-~

Por L'Hospital

Problema 17

(2n® +3)[ 1-cos 1 '
Si a,= —— n
(n6 +5)lr{l+;:3}

Calcule el valor al cual converge la sucesion (a,).

Resolucion:

Teniendo en cuenta las siguientes equivalencias
en el infinito.

2n°+3 <> 2n°

i i
1-—cos—-—<>—2,-
n 2n

n°+5 <> n’

] 1
In[ 1+ — <> —
)

lima, =lim
N—=)oo N-—co (ns)

. la sucesién (a_) converge a 1.
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Sucesiones y serie:

Problema 18
Determine el valor al cual converge la sucesion
) k2sen—
(Sn) ) Sn = k=l ;_12
Resolucion:

— 2 e > ”
Sea a, = ) K®sen - una sucesion monotonay
n=1

. v y,
iimb, = imn” =< ya que

n—oo n—oo

N

a, =seno+2° sen(g)+ 325en(-g]+ o nzsen(_e’_)

Por el criterio de Stolz—Cesaro

® r a _a —_—
im S = lim 2 —=-L
n-—>o0 n— o bn -bn—l

senf 7
1°'5¢ei1l] —
= lim L

n—=n%-(n-1)?

Por equivalencias
6
“(a).
— lim = i = —
n—o=  2n-1 2
., 0
S S, €s una sucesidon gue converge a P

Problema 19

Si la sucesion ay; a,; ag; a4 ... €S una sucesion
convergente y cada término es la media
aritmética de los que la preceden. Hallar el limite
de la sucesion.

Resolucion:

An1¥3n o

Por dato a, = 5

Dando valores a n.
2a;=a,+a,
28,=a,;+a,
2a;=a,+a,

2a.=a__;+a,

Sumando queda: a, ,+2a,=a,+2a, ... (¥)
Como (a,) converge entonces

ima,_ ;=lma, =L

F) ~»oo n—oo

Tomando limites en (*)
3L=a] +2&2

a; +2a,
3

Probiema 20

Estudiar la naturaleza de la serie:

_ (Bn+2)(n+1Dtg L)
$ l n ]

! n®+2n+1

L=

Resolucion:
El término enésimo de la serie es:

(Bn+2)(n+ l)tg(—l—]
a, = ——— L

" 2n+1
Por equivalencias

(3n +2)(m( 1 ]
Iima, = lim— A

n oo n — oo (2n+1)

=§¢0
2

Luego, la serie es divergente, ya que no cumple
la condicion necesaria de convergencia.

Prohlema 21
Estudie la serie ¥ 1+cosn
2
n=1 n
Resolucion:
I+cosn 2
Sabemos que ———<—
n n
e et A
an bn

Por las p-series Zab“ converge y aplicando el
=

criterio de comparacion, podemos decir que

Y a, converge.
n=1
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Problema 22
Indique el valor de verdad con respecto a la sene
o '
r>0
nz=:l l+1"

I .. Six =1 lasere diyerge, _
I[I. Sir >1Ila serie diverge.
[II. Sir <1 la serie diverge.

Resolucion:

. Si r=1, la serie diverge

lima, = lim =-l¢0

N—eoe

Aplicando el criterio de la razon.

N ol
= lim

hm an+l
n"‘)°°1+rn+1

n—oe| 4

n

+l_-1
LI
r

2
~ him I
AT

I

|

[l. Converge si: - <1
= r>1
Il Diverge si: ;- > 1
= r<l

Preblema 23

Demostrar que lim%¥a =1 cuando a>0.

Resolucion:

Sea xn=Q/§—l, vYneN

a=(1+x,) 21+nx,, VneN,

entonces

502

ya que

Consideremos dos casos:

L.

Si a>1: Oansg_-l
n

Por el teorema del emparedado.

lm x,, =0
—> lim’\‘/g-:l
. S1 O<ax<xl]l = limnlzl
n—o~ ¥ a
. 1
= hm =1
n—oo Yo
—> llmde_izl
Prohlema 24
Dada l ] l+l- 1+
ada lad serie 3' 5' "'?'—! cae

Indicar el valor de verdad en las siguientes
proposiciones.

. La serie diverge.

[I. La serie converge a cero.

lIl. La serie converge.

Resolucion:

1

De la serie su término enésimo €s a , =

(2n+1)!
Apliquemos el criterio de la razon.
jim 22t = i (2 DY _ g
no=l a. | n-=|(2n+3)!

Por lo tanto, la serie converge, pero no podemaos
decir a que valor, ademas no podemos decir que
converge a cero ya que todos sus términos sorn
pOSItivos.

Prohlema 25

Halle el limite de la sucesion (a,) si

(n2 —1)(n2 - )...(n2 —n)

(n? +1)(n? +3)...(n* +2n-1)

d, =
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el S MSTURTRS Y ST

Resolucion: R
Dividiendo el numerador y denominador por : ef\hﬂl[n:’m-[ j(" ")
N
(nz) resulta: (n+1)(n?+1)
hm - 3 1 |
l 2 =e'T M —etl=—
n €
( 1__2][1__2..]...( 1__5] )
lima, = lim ~— AT L Hego,
N— oo N-yeo ] 3 2n—1
I+ — 3 1+—= .. 1 ; 1
n H g limb_=2°
N~>20
- r n’ '_'iz I- 2 -_12 PO l b _l
Ly | 5 v | . r lo tanto, (b,) converge a 5e
LGRS
. J ‘ J | n
=;!i£}l —— — = A o] Pﬂlblema 26
o e 9 .'13:'"_‘ o _1 2:2_1 n’ Si se tiene la sucesién (S,) en donde:
(l'l‘——z-J (]'1'—2] ...-(] 5 J |
n n n
. J i J S = (5+7n3)ﬁ+ln(n+2)
s (i) Calcule el limite de la sucesién.
AT +S+...4+1 ~mn+ _l
. e w e W a2 —g
= llgl_l+3+5:-...+(2n--l) ‘I{‘E}o e © Resolucion:
- L
€ " en’ El limite de S, es de la forma «° .
Problema 26 Tomando logaritmos neperianos resulta:
. iy t )
De ] : :
termlne el valor al cual converge la sucesién limInS, = lim In (5 +7n3 )6+1n(n+2)
(bn) Sl: [1—oc0 N—o0 I
o ( na..] ]n“+l
4n +1{ n*+n . In(6+7n%)
b, = = lim
V n n-< 6+ In(n + 2)
Por equivalencias:
Resolucion: 3
. Inn
, = Jim =3
R *I] n—- Inn
3 +

imb, = lim J?ln-l-](n Ly
noe T ono=l YN | Como limInS =3 = lim§, =€’

Nn—oo n->o0

-l

l.a base tiende al (Iim 4n+l=

1 - 0o n

Probiema 27
ZJ \

St la serie } a, diverge, entonces analizar la

- n=i

convergencia de la serie:

2

3 1 n+1
lim(n } es de la forma ", que se

3

n—e| N° +n - 2
’ 2—"—,a,>0 YneN
resuelve asi: n=tl+a,_
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Resolucion:
a
Sea b, = —"—
I+a,

Puede suceder los siguientes casos (utilizaremos
el criterio de comparacion)

. lima,=0y Ya,=c
n=|

-—o0

Como lim-l?—-rlzlim l = |

noegd  noe )4 g

3

entonces ambas son divergentes.

[I. Silima,=aeR"-{0}

I't—— o0

limb“- ] >0
n-o~a_  l+a ’

entonces ambas series divergen.

[II. lIIma, =0

n— o

: . a . 1
Iimb, = im-—"—=hm
N — o0 n—yoo ]-|--an noo |

—+1
a

=1#{

n

Por tanto, X b, diverge.
n=1

Prolliiema 28

Halle el intervalo de convergencia de la serie

Resolucion:
Por el criteno de la raiz.

It

X b's
(1-x)"| 1-x

-

entonces

m 4= 1
Taoo H(l—"}} | U N T S T
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. X : . X .
Luego, si T >1 diverge y si - <1 converge.

]
Resolviendo x < 5 .

Prohiema 29

Demuestre que la sucesidn 1" es

uniformemente convergente para xe<-L1>.

Resolucion:
X D X" (nxm-n A
= I m>n
m n n \ m )
n ITI—1
< xinx
n m
Y | i m-n ]
< X R +1
n m
1{ n |
< +1 :——+-!-.<_2-<8
ni{ m m n N
: 2
Entonces, dado € >0, existe Nz-é- tal que
xm X"
<€ Vmn>N
m n

la sucesion es uniformemente convergente
en este intervalo.

Prohlema 30

Dada la serie : + l + 1 +
1+2v2 2+3V3 3+404 7

Determine si es convergente o divergente.

Resolucion:
l.a sene dada es :

oo I
U
:f-:‘tn+(n+])~/n+1




CAPITULO IX
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Sabemos que

n+(n+l)\/n+l>(n+l)\/n+l>n\/—ﬂ

1 ]
...._.-.._._> S—— —
nvn n+{n+Dvn+l

a b

n n

- = ]
Como la serie Z Rey il 2 —5 €s convergente

por las p-series, entonces por el criterio de

! ¢
comparacion la serne 2 —_— — también
n=l n+(n+l)\m+l

converge.
Problema 31
Sea la serie de potencias
X+ 3 2 x*+ 8 3 x>+ 15,4 x4
5 10 17

Indicar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones.

. Si |x|j<l, la serie es absolutamente
convergente.
II. Si|x|>1, la serie diverge.

[lI. Si]x|=1, la serie converge.

Resolucion:
En la serie dada:
3, 8 15 n“-1 ,
x+oxir=xd x4 =X +...
5 10 17 n°+1
n° -1
Su término enésimo es a, =—5— X, entonces

n°+1
aplicando el criterio de la razon.

l((n +1)% - 1)(n + Q:i: )

fim [22-1) = fim =l
noe|a_ | ool ((n+l)2+l)(n -—l) |
entonces

Si | x|[<1 = es absolutamente convergente.
Si {x|>1= diverge.
2

Sifx}=1= lima, —hmn -]
ni—yoc I'I--)oon -|-l

=1#0 diverge.

Prohiema 32

Sean a y  dos nimeros reales. Dar el valor de

verdad con respecto a la serie ) an, . donde

n=|

a(oc +Woa+2)..(a+n-1)

ey i

al‘l
BP+DB+2)...3+n-1)
L S a=8, diverge.
. S1 $>a+1, converge.

L. 31 B<o+1, diverge.

Resolucion:

. a n+o )
Veamos lim =L = lim =]
e @, o= NP

Por el criterio de la razdn no se sabe nada; pero,
por el criterio de Raabe:

(
limn| 1 %*J:lim“@- % _g-a
n-—ee \ d, n->20 n+B

Entonces

a) Sif-a>1, f>a+1:converge.
b) SipB-a<l, B<a+l:divergente.
¢) Sif-o=1, p=1+a:no sesabe.
Por b) si B = o la serie diverge

Probilema 33

Determinar el valor de verdad de 1las
proposiciones

. Laserte ig{logn converge.
n=1

[I. Laserie §: ¥nJn converge.
n=1

il. Laserie Y ¥n+1 diverge.
n=l

Resolucion:

De acuerdo al problema 23.

. logn>1= limYlogn=1#0

N oo
nz2

11. nn>1 = lim\/“n\[r;:l#O

n—yoo

. n+i>1 = limYn+i=120

n-—oo

entonces todas las series divergen.
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w

Probhlema 34 No se concluye nada, por tanto aplicamos el
Determinar el caracter de una serie cuyo término criterio de Raabe
general es: / \
3 : a . 2n +
a :\/n+2 lim n| 1—-—2 ullmn(l 1}
nTo3 no= |8, | noe 2n+4
s . 3n
Resolucion: = hm o+ A

Aplicando el criterio de Pringshein
3

. . n*In+2 =—>1
imn-a, = lim-— 2
n-—oc n—e n°+1 . .
~. la serie converge.
. (n+2)n°>"
= lim 2 Probiema 317
"“""’V (n3 + 1) 1
Sea X,= 22— . Demostrar que {x_ ) es
Para 3oc+1=9 =K que (x,)
q convergente.
= 'é" > 1
. Resolucion:
.. la serte converge.
|
Veamos X, ;—X, = >0
Problema 35 T (n+D)!

Analizar la siguiente sene:

fl 1 ca,beR, az#0
=1 Na+Db

= xn+12Xn

Luego, la sucesién (x,,) es monotona creciente.

I<x =3 —=1+Y—

Resolucion: k=0 K! k=1 K!
Por el criterio de Pringshein Usemos: 25 <ki Vk>1
limn“a, = Iim 0 _ 1 para a=1, | [\
‘s, ~im 5 )
Por tanto es divergente. 2 2
1
Probiema 36 Xp STt ——=3
Determinar la naturaleza de la serie. I- 9
'-“i 1-3-5.-7..2n—-1)
£ 2.4°6..(2n+2) = (%,) es acotada.
S anietd . {x,) es convergente
esolucion:
1.3:5-7...(2n+1)
a, . 2-4.6..(2n+4) Prohlema 38
im = lim === on=1) |
no= @, no=l-3-0-7.0aN0 Demostrar que (y,) es convergente si
2:4-6..(2n+2)
. 2n+l = 1+*1— . Luego halle hm
= lim _1 Yn o go lim y,
n->2n+4
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Sucesiones y series

Resolucién:
Demostracion

Por el Binomio de Newton

n (n)/ 1)
=30
(n) 1 nt I (n-k+D..(n-Dn 1
_'E' — e T

k! n~

S PRLUD I R N >0, Vn
n+! n+1J/(n+1)

= (¥») es mondtona creciente.

y. =1+ i‘:(l--’fi)..{l l) Lepeg L
k=] :

3

= Yo <X, YneN

* (¥a) esacotada superiormente, luego (y,, ) es
convergente.

Mas ain limy, < lim x,

N —» oo N —o0

Vamos ahora a probar que

lim y, > lim x,

nNow N-—o0

En efecto, sea me N (fijo arbitrario)

Sea n2m | tenemos:

= limy, 2 limx, (*%)
o ettt | B
De (*) y (*¥)
m x, =limy,
n->w n-—oo
n
nm(nlj LI
M—oc n n—oe n!
e=27182
Problema 39
Aproximar la serie
§ = l_l l_l + ] 1
3 5 7 9 11
Resolucion:

Sabemos que

I
1+ x?2

=l-x"+xt x84 8.

Como la serie es uniformemente convergente,

podemos integrar.

jlfiz =Jdx—[x*dx + [x*dx -
3 x5 X 9
arctgx=x——+—_-__+_.___
S5 5 7 9
1 1 1
arctgl=1-—+ t——
—=" T35 77
I
4
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Problema 40 ] \
: : a
Probar que la sucesion (X, ) cuyo término general r‘g‘; Xns1 = ,l.l_'_fl 5{)‘ n ¥
N nj
’ 1( a ] a
esta dado por xn-lz'é' Xn +""" con a>0 L = > L+-E
\ n
representa la aproximacion a la rajz cuadrada de
a L=+a
Resolucion: Problema 41 . | |
Demostracion Fncuentre el intervalo de convergencia de la serie:
( S ( x+3 ) 1

De xml:-l- X, +—1, el Xx+2 ) n’

2 L\ X,
entonces Resolucién:

1/ 52 Por el criterio de la razén se tiene:

x:, == x:+2a+—+4a
4 K X n+l
1 Y jim| 22 = fim L’“"? £“+1)4
= — (xn-i +4a |z a a, | x+3Y
4 Xn y X+2 4
= x:,2a, VneN s

= lim

4
no) _|x+31
(nH) X+2

Para que sea convergente L<].

Luego, x>>a, Vn22 | x +2

Por otro lado

xX+3
/ \2 - - <1
2 1 a X+ 2 ]
Xn,t — "‘21' xn T —
LY x+3
= —I< <1
L( ¥ \? X+2
<—|x +=2| =x]
— )| n
4 X 1
\ n ) = ~1<l+—<
X +2
= x2,,<x%, Vn22 1 1
= —-2<- <0 = ——=>x+2
= X, <X, X + 2
Por lo tanto, (x,) es mondétona decreciente y — X< _%
acotada inferiormente, luego es convergente. , _
~. el intervalo de convergencia es:
_1
En x, X f 2 , VneN D
2 Xn ’ y,
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P roblemas Propuestos

“
_—_““—___“__‘_

. Sea la sucesidn (x,) cuya regla de 4.  Halle el valor al cual converge (a,,) si
Jn -1 ! Lon
correspondencia es x, -:-r-l—:i : . J7" + V13" + J2g"
! 3
Dar el valor de verdad de las proposiciones: - -
I. (x,) es monétona. A) 247 B) 14 C) V14
3
II. (x,) esacotada. D) ¥14 E) ¥7

L. (x,) es convergente. 9.  Indicar el valor de verdad de las siguientes

proposiciones;
A) VFF B) FVF C) VW

D) VFV E) FFF I. Si i U, =A se cumple que
n=|
2. Seanlas sucesiones {a,} y {b.} con: il(Un +Una+Un)=3A-2U,-U,,
n=
]
- 2 b = AE R .
a,=(n+1)*y b, — )
Dar el valor de verdad de las proposiciones: L. Si 5_)1 U, converge se cumple que
3 2 ‘
n"+4n° +5n+3
O A T—
y n=Il 3N
Il. {a,} escreciente I Sia,+a,+..+a_ +... divergey lima, =0,
R—oo
. {a,b,}= {"2 +2n + 1} entonces si Aja;+Aja,+...+A . a +... es
n+ 2 . YA
convergente se cumple que lim £-2= _
N—o I}
A) VFV B) VW C) FVF
D) VVF E) VFF A) VFV B) VFF C) VVF
D) FWwW E) VVV
3. Dada la expresion:
xP -3y P] 6. Dada la serie:
Hn (X) = 1'13 /pE N N N I
)_j, X, =Y ,PEN

n=1 n=tN(N+1)(n+2)..(n+p)
Calcular H, (x) cuando n tiende a +oo .

Indicar el valor de verdad de:

A) x B) 1 C) 0O -
D) —xP- E) n I Para algin P Ia serie nZz‘,Ixn,diverge.
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o

. Paratodo pe N laserie > converge.

n=1

[I[I. Es una sernie convergente.

A) VWV
D) FVV

B) FFF C) VFV

E) FVV

7. Si S eslasuma de la serie f; (- e)Zk con
k=0

3<n<dy 2«<e<3.

Indique el vaior de S( I-(m- 6)2) .

A) 0 B) 1 C) =
D) e E)
8. Sea la sucesion (x,) tal que r{l_r}'}o x;*‘ <1,
n

entonces la sucesion converge a:

A1 B) -1 C) O
D) converge a algan valor.
E) no se sabe a donde converge.

9. Sea (a,) una sucesion, tal que a,,, =Aa,
(A: cte) y lima, =0, entonces:

n—=

A) |Al21  B) A=0,1  C) |r|<l

D) A<l E) |M<%

10. Dadas las sucesiones (x,) vy (¥,) tal que

imx, =0; y,=min{{x|,|x],....|x [},
11—y oc

entonces lim y, esigual a:

A) x| B) x, C) x,

D) 1 E) O

510

11.

12.

13.

14.

15.

Algebra

Calcule el valor de la siguiente sumatoria.

999
Y log!? 1+—]—
n=I N
A) 1 B) 3 C) 0,3
D) 05 E) 1.5

Determine el valor al cual converge la

n
.. . I
sucesion (a,) si a, =-—
n
]
A) r! B) 0 C) 2rt
D) 1 E) -

Indicar el limite de la sucesion (a,) si

A
I (2n)! |n
"l ont
A) 0O B) 1 C)
]
D) — E) e
e

Indicar el caracter de la siguiente sene:

E\/l-kn? - N

n=|

A) convergente B) divergente

C) no se sabe

D) diverge a 3 E) convergea o°
Halle la suma de la serie
oo 1
n{:l n(n+1D){(n+2)
A) 1 B) L C) .
2 4
D) 1 E)
8 O



CAPITULO IX

Sucesiones y series
_—_—mm— e dlucesiones y series

16. Calcule lima,

n-—x=

sen{nx)

sl a, = , YynelN .

n
A) 1 B) O C) -1
D) oo E) 2

I7. Indique el intervalo de convergencia de la
serie:

A) (0;2) B) (2;2)
D) ©

18. Demostrar que la sucesién (@, ) con:

., . Ssennx
Y on%+l
€s uniformemente convergente para todo

X.

19. Hallar la suma de la serie:

o0 el

ﬁgx n(n+1) (e=27D)
A) €’ B) e C) 2e
D) —2e E) e°

20. Sea (x,) una sucesién de numeros

. . A1
complejos con x, :(e”‘) , luego con

K0

: ix \]
respecto ala serie Zl(e ) se afirma que:
n=

A) es divergente
B) es convergente
C) es mondtona
D) no es acotada
E) es acotada

21. Dar el valor de verdad de las siguientes

proposiciones:
. Toda sucesién (a,) acotada, es
convergente.

I 51 lim(a,, +a,,,+a,,;)=3a, ae R

It — oo

= llma_=a

I —> o

lll. 81 a;, <b, VneZ" yambas sucesiones

convergen, entonces lima, <limb, .

A) FFV B) VFV C) FFF
D) VWV E) VVF

22. Paracada neN,sea 0<t <1 limx_ =a

N~ o0

y limy,=a, encontrar el valor de

1—co

lim (t,x, +(1-t,)y, ).

nN—co

A) a B) 2a C) -g

D) 1 E) O

23. Discutir la convergencia de (P.)

P, =348 116 ... *"\/on+!

S1 converge calcule imP, .

nN—oc

A) converge, 2°
B) diverge

C) converge, 2°
D) converge, 2

E) converge, 2¢%!

24. Halle elintervalo de convergencia de la serie

n

> X

ngl(!nX)n
A) B) (-eoj+) C) {1}
D) (=c;0) E) (-11)

o011
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Algebra

R — e - et

25. Si a,=Un! es el enésimo término de la

sucesion (a, ).
Halle el limite de la sucesion.

A) O B) 1 C) =

s |

26. (Qué podemos afirmar acerca de la serie

2° 3 47
I+ —4+—+—+...7
2! 3 4!

A) Es divergente.

B) No es absolutamente convergente.
C) Es absolutamente convergente.

D) Es alternante.

E) No podemos afirmar nada.

27. Calcular los valores de x en:
L S k*(x-1)F
k=0

= ]
1L k§0 (k + 1)K

para que las series sean convergentes.

(x+3)*

Ayl 3; . xeR

B)L 1 : I. xeZ

C)L -1; 1. xeR

D)I. 9 ; I xeN

E) . 3 ; 1L x

28. Calcular:

30, 33 "
z(k -3k+7)+z(9k—k -18)
k=0 k=3

A) 100 B) 150 C) 217

D) =217 E) 115

29. Hallar la suma de la serie infinita sabiendo
que €s convergente.

PR —

nzl(n+x)(n+x+l)(:{+x+2)
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| 1

A) — B) 20 +D(x +2)
C) x
D) n E) !

X

30. Calcular la siguiente suma:

i(ﬁ—%/lm“/ﬁ)

n=|

A) 1+42 B) J2-1 O 1
D) V2 E) 1-42
B sen%+3J
31, Si—
: nz-:l 4"
63-2'% +1
A) 1 B) n C) E
D) L E
3 } senn

32. SeaO<a.Dar el valor de verdad con respecto

= 1
ala serie X ~
n=1 1+a

. Converge, si 0<acxl.
II. Diverge, sia>1.
lll. Diverge, si a=1.

A) FFV B) VVF C) VFV
D) FFF E) FVF
oo 5n-1
33. Calcule: k{:o[-————zn_l (n—-l)!]
A) e B) \/5 C) Ve
]
D) 5 E) Ve



CAPITULO IX Sucesiones y series
-_— __SucesiOnesy series

34. Calcule:

I 1 1

V1+T2-+“2—2" +\1+—2?+§f+ .....

..... + 1+  —
V' 1002 1012
10200
A) 100 ) 101 C) V101
10000 E) 1
) 101 )
35. Calcule: i ! o >0

A) « B) “‘é

n=0(c+n)(a+n+1)’

C) -«

E) 1

36. Estudie la convergencia de

L 14 1 |

n-1 _
I 1+3x+6x°+10°+  + n(2 )x“+...

]
CoNn x < —

3

A) L diverge

+ + ..
2log2 3log3

1

nlogn

lI. converge

B) L converge I diverge

C) L diverge

II. diverge

D) I converge II. converge

E) L1 II. n

37. Estudie la convergencia de

.+ T aas

A) L diverge II. converge
B) 1. converge II. converge
C) L converge Il diverge
D) L diverge Il. diverge
E) L1 II. -1

Estudie la convergencia de:

I U 1 1
S—l—}{"+§T{-+§E+Zl(—+...+;:'{-+...
en los siguientes casos:
. K<l
II. K=1

. K>1

A) L converge II. converge III. diverge
B) L diverge Il. diverge  III. converge
C) I converge Il diverge III. converge
D) I diverge II. converge III. diverge
E) I converge II diverge IiL. diverge

Discutir la convergencia:

o ]
5[
n=0\ Il +a

L. i (\/x+n -1)

n=0

—

.
. > —l-(\/n2+n+l—\/n2—n+l)

ﬂ:I n ..J

B

1
Iv. n%(n(vn-i-l—-vn—- 1)]

A) 1 converge I diverge
lIl. diverge  IV. converge

B) I converge I converge
lII. diverge  IV. converge

C) L converge Il converge
L. diverge V. diverge

D) I diverge II. diverge
lll. converge IV. converge

E) L diverge II. converge
lIl. converge IV. diverge
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40.

41.

42.

43.

Sea: f(x)=3+3(1 +x)+3(1+x)°+3(1 +x)°+...

donde: 2<x<0 calcule: f(-%)

A) 2
D)9

B)7 C)3

E) 6

Estudie la convergencia de la serie

E

n=1 n n+1
A) converge B)n C) -1
D) Vn E) diverge
Determine si la serie:
oo (_l)k-rl 1 2(k-1)
Z,l ok —1 ('é‘) es convergente o diver-
gente. Si es convergente a que valor
converge
A o I S 1.
) 2m ) 760 120
o 37 o T
) 120 2
Determine el valor de la siguiente suma
o1, 1Y 1, 1y
|-t~ - | +— 1 ——
e’ 2( e2) 3( ez)
1, 1Y 1, 1Y
=l -] +=| == +...
i) 5l
: 1Y
donde e=hm(l+-——)
n—oo N
A) 2 B) 2! C) 3™
1
D) 3 E) 2
A qué valor converge la sene:

2 4 8 16
I+=+—+—+ + ...

.)’ 10" M0 1444
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A) Y2 B) Ve C) Ye
D) Q/:E_g E) el

45. A donde converge la serie:

46.

47,

48.

DEORDEEE

+s(_}§}+s(?}§) .

A) 248 B) {2 C) ¥4
D) '$2 E) 243
A donde converge la serne
oo 1 2n-1
Snl3)
n=I 4
W9 g3 &
) ) 7 ) 225
o 3 o 8
) ) 59
Sabiendo que se cumple:
] e
k{:o e e-1
Calcule lim ¥ }m
N—eK-) €
A) 2 B) e C) e
D) e-1 E) 1
Halle el siguiente limite:
1
Ihm —
n—>°°KE. (sen\/— sen\/k+3)
A) cscy/3 +cscV2+cscl B) csc /3
C) csc
m,1 . FY ) _



CAPITULO IX Sucesiones y series
\“

49. Calcule: N 1
1 i 1 | 4. Calcule: Z 2
S = + + + +... =2
1145 2156 3!6.7 417.8
Nota: e=1+1+1+1+1+... 3 2 2
it 2t 31 41
3 3
D) —— E) -
17 90 a7 1 ;
A) 3e-— B) 3e~— -
) 3e > ) 3e T ) 3e =
> 2n+1 |
39 55. Calcule:
D) 3e-S0 E) 3e-— aeuie nz:l n“(n+1) n2]
13 12 \
- N A) 0 B) -2 C) -3
50. Seala serie alternada: ), (*I)HHHZH. D) 1 E) -1
n=|
Averiguar si es convergente o divergente.
56. Calcule: Z bt
A) Convergente o nn+D(n+3)
B) Divergente A) 73 R) 7/ Y _7/2
C) Oscilante ) 7/ ) 7/ ) 7/
. D) 1 E) 0
D) Diverge a + o
E) Diverge a —
- 2n+ 3
37. Calcule:
1 aeue ng:z (n-D{(n+2)n
ol. Calcule: lim —(6+18+30+...4+6(2n-1))
e n A) 1/5 B) 3/2 C) 65/36
A) 1 B) 0 C) -1 D) 1 E) -1
D) 6 E) -6
i 2" +3"
52. Calcule: 58. Calcule: ~ gn
lim ( +I+l+-1—+-1—+-]— +i A) 1/2 B) 1/4 C) -1/4
nse \ 23 4 9 8 27 2n D) 3/2 E) 0
A) -1- B) —]—- C) -1- 1/ I/n \P
2 3 4 539. Calcule: lim[a ;b )
D) ° £) -
2 2 A) VJab  B) Va C) Vb
5. Caleuie: 3, ” - 70
- alcule = n(n+D{(n+2)
60. Calcule: lim —1~+ l 1+...+—ln~
| I noe 2 4 8 2
A g B)-3 C) 1 A) -1 B) 1 C) 0
D) O E) -1 D) 2 E) 1/2
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